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видным французским математиком. С присущим 
автору мастерством в этих лекциях изложены основы 
теории когомологий топологических вполне несвяз- 
‚ ных групп и их многочисленные приложения к теории 
чисел и алгебраической геометрии, концентрирую- 
щиеся вокруг понятий когомологической размерности 
поля, диофантовых проблем в теории алгебраических 
групп и задач двойственности. 

Книга представляет большой интерес для мате- 
матиков различных специальностей, начиная со сту- 
дентов старших курсов. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Эти заметки воспроизводят с некоторыми изменениями 
‚ курс лекций, прочитанный автором в Коллеж де Франс 
в 1962—1963 году. Кроме того, в них содержатся не- 
опубликованные результаты Тейта (дополнение к гл. I) 
и Вердье, касающиеся двойственности проконечных групп. 

Первоначальный вариант этих заметок, написанный 
Мишелем Рейно, был для меня весьма полезен. Я ему 
чрезвычайно благодарен. 
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ГЛАВА 1 


КОГОМОЛОГИИ ПРОКОНЕЧНЫХ ГРУПП 


$ 1. ПРОКОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ 


1.1. Определение 


Проконечной группой называется топологическая груп- 
па, которая является проективным пределом конечных групп 
(снабженных дискретной топологией). Каждая такая группа 
компактна и вполне несвязна. Обратно, если группа G 
компактна и вполне несвязна, то она обладает базой 
окрестностей единицы, образованной открытыми нормаль- 


ными делителями U, и ее можно отождествить с lim G/U. 
- Это показывает, что G проконечна. 


Проконечные группы образуют категорию (морфизмами 
являются непрерывные гомоморфизмы), в которой суще- 
ствуют бесконечные произведения и проективные пределы. 


Примеры. (1) Пусть 2/К — расширение Галуа поля К. 
Группа Галуа этого расширения G (Ё/К) является, по ca- 
мому построению, проективным пределом групп Галуа 
С(Ё/К) конечных нормальных расширений L;/K, содер- 
жащихся в //К; следовательно, G (L/K)— проконечная 
группа. 

(2) Компактная аналитическая группа над полем р-ади- 
ческих чисел Q, является проконечной группой (как TONO- 
логическая группа). В частности, SL, (Zp), Sp, (Zp) ... — 
проконечные группы. 

(3) Пусть G — дискретная группа и Qai проективный 
предел ее конечных факторгрупп. Группа С называется 
проконечной группой, ассоциированной с G. Это отделимое 
пополнение группы G относительно топологии, определен- 
ной подгруппами конечного индекса. В частности, ядро 
естественного отображения @-—>0 является пересечением 
подгрупп конечного индекса. 
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1.2. Подгруппы 


Каждая замкнутая подгруппа H проконечной группы G 
является также проконечной группой. Более того, фактор- 
пространство G/H компактно и вполне несвязно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть H и К — две замкнутые nod- 
группы проконечной группы G и H dK. Тогда суще- 
ствует некоторое непрерывное сечение $: @Н— СК. 


Для доказательства этого предложения воспользуемся 
двумя леммами. 


Лемма 1. Пусть С — компактная группа и (5$,)— 
некоторое убывающее фильтрующееся семейство ее 
замкнутых подгрупп '). Положим S= N Sı. Тогда kano- 
ническое отображение 


G/S — lim G/S; 
———- 


является гомеоморфизмом. 


Действительно, это отображение инъективно и его 
образ всюду плотен. Так как исходное пространство KOM- 
пактно, то его образ также компактен, откуда следует 
утверждение леммы. (Можно также сослаться на Бур- 
баки [1], часть 3, § 7, п. 2, следствие 3, предложение 1.) 


ЛЕммА 2. Предложение 1 справедливо в случае, когда 
факторпространство HIK конечно. Если, кроме того, 
H u К являются нормальными делителями в G, то 
расширение | 


1 > H/K > G|/K — G/H —> 1 


расщепляется над некоторой открытой подгруппой 
в СН. 


Пусть U — открытый нормальный делитель в G, такой, 
что (UN H)c К. Тогда ограничение проекции G/K —> G/H 
на образ И-инъективно (и является гомоморфизмом, если H 


1) Убывающим фильтрующимся множеством называется та- 
кое частично упорядоченное множество E, в котором для любых 
двух элементов x, YEE существует элемент zÉ £E, такой, что 
2 < хи z< у. Двойственным образом определяется возрастаю- 
щее фильтрующееся множество. — lI рим. перев. 
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и K — нормальные делители; это доказывает вторую часть. 
леммы). Обратное отображение к этому ограничению про- 
екции есть, следовательно, некоторое сечение над обра- 
зом Ив G/H (который открыт), с помощью сдвигов его 
можно продолжить до сечения над G/H. 

Теперь можно доказать предложение 1. Пусть X — 
множество пар (S, $), где S — замкнутая подгруппа в Q, 
такая, что K œ Sc H, и $ — некоторое непрерывное сече- 
ние s: G/H —> G/S. Множество X упорядочено очевидным 
способом. Кроме того, оно является индуктивным (лемма 1) 
и из леммы 2 легко выводится, что при S = К элемент (S, $) 
является максимальным в X. Предложение 1 следует теперь 
из: леммы Цорна. 


1.3. Индексы 


Назовем ЕВ числом формальное произ- 


ведение || р”Р, где р пробегает множество всех простых 
чисел и И,— целое неотрицательное число или -{- оо. 


Очевидным образом определяются произведение, НОД и 
НОК любого семейства сверхнатуральных чисел. 

Пусть О — проконечная группа и H — замкнутая NMOL- 
группа в G. Индекс (G: H) подгруппы H в G опреде- 
ляется как HOK индексов (G/U : НКНПИ)), где U npo- 
бегает множество открытых нормальных делителей в G. 
Легко видеть, что это также HOK индексов (@:У) всех 
открытых подгрупп У, содержащих Н. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. (i) Если K c H c G — проконечные 
группы, то имеет место равенство 


(@:К)=(@:Н)(Н:К); 


(ii) если (H) — убывающее фильтрующееся семейство 
замкнутых подгрупп в G и если H =ПН,, то 


(@:Н)=НОК (а :Н)}; 


(111) для того чтобы подгруппа Н была открыта 
в G, необ ходимо u достаточно, чтобы индекс (G : H) 
был натуральным числом (т. e. элементом из N). 


ДоказАТЕЛЬСТВО (i). Пусть U — открытый нормальный 
делитель в G. Положим Gy = G/U, Hy = HH NU), 
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Ky = KKK N U). Имеем включения Су > Ну > Ку, откуда 
(Gy : Ky) = (Gy : Hy) (Hy: Ky). Согласно определению, 
HOK (Су: Ky)=(G : К) и HOK (Су: Hy)=(G : H). C дру- 
гой стороны, подмножество нормальных делителей вида 
НПО является конфинальным !) в множестве всех 
открытых нормальных делителей в H, следовательно, 
HOK (Hy : Ky) =(Н:К), что доказывает (i). 

Утверждения (ii) и (Ш) получаются немедленно. 

Отметим, что можно говорить, в частности, о порядке 
(G : 1) проконечной группы G. - 


1.4. Про-р-группы и силовские р-группы 


Пусть р — простое число. Проконечная группа Н на- 
зывается про-р-группой, если она является проективным 
пределом р-групп, или, что то же самое, если ее порядок 
есть некоторая степень р (конечная или бесконечная, ра- 
зумеется). Пусть G — проконечная группа. Подгруппа H 
в G называется силовской р-подгруппой, если она про- 
р-группа и индекс (G : H) взаимно прост с р. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Каждая проконечная группа G co- 
держит силовские р-подгруппы, и все они сопряжены. 


Воспользуемся следующей леммой (Бурбаки [1], гл. 1, 
приложение, теорема 1): 


ЛЕммА 3. Гроективный предел непустых конечных 
множеств непуст. 


Пусть Х — семейство открытых нормальных делителей 
в G. Для каждого (ИЕХ обозначим через Р(И) множе- 
ство силовских р-подгрупп конечной группы G/U. Tpu- 
меняя лемму 3 к проективной системе P (И), получаем по 
крайней мере одно согласованное семейство Ну силовских 
р-подгрупп групп G/U. Легко проверить, что С Um Hy 


является силовской р-подгруппой в С; это доказывает 
первую часть предложения. Аналогично доказывается и 
вторая часть утверждения. Для любых двух силовских 
р-подгрупп H и H’ группы G обозначим через Q(U) 


1) Подмножество А частично упорядоченного множества E 
называется конфинальным, если для всякого элемента хСЁЕ cy- 
_ществует элемент ус А, такой, что х < у. — Грим. перев. 
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множество элементов х Е G/U, которые переводят образ H 
в образ Н’в G/U. Применяя лемму 3 к Q(U), видим, 
YTO ии + (Ø, следовательно, существует х ЕС, Ta- 


кой, Wa xHx-! = H’. 
Аналогичными рассуждениями доказывается: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. (а) Всякая про-р-группа, содержа- 
щаяся в G, содержится в некоторой силовской р-под- 
группе группы G. 


(6) Пусть @-> 0’ — сюрзективный морфизм, тогда 
образ силовской р-подгруппы группы s является силов- 
ской р-подгруппой группы О". 


Примеры. (1) Группа 7 содержит в качестве силов- 
ской р-подгруппы группу целых р-адических чисел Zp. 

(2) Если G — компактная аналитическая группа над Qs, 
TO ее силовские р-подгруппы открыты B ней (этот pe- 
зультат следует из хорошо известного описания локальной 
структуры этих групп). Порядок группы G есть, следова- 
тельно, произведение целого натурального числа на неко- 
торую степень р. | 

(3) Пусть G — дискретная группа. Проективный предел 
ее факторгрупп, являющихся р-группами, есть Mpo- 


р-группа, которая обозначается через 0, и называется 
р-пополнением группы G. Это также наибольшая фактор- 


группа группы С, являющаяся про-р-группой. 


Упражнение. Пусть А — узел в REY и @= 
= m (Rè? — k) — „группа узла k“. Показать, что р-попол- 
нение группы G изоморфно 2, 


1.5. Свободные про-р-группы 


Пусть /— некоторое множество и Ё(Г) — свободная 
дискретная группа, порожденная элементами х,, перену- 
мерованными индексами из /. Пусть Х — семейство нор- 
мальных делителей М из /. (Г), таких, -что: 

а) L (D/M — конечная р-группа, 

6) M содержит почти все х; (т. e. все, кроме конеч- 
_ ного числа). 


1) Узел — это гомеоморфный образ окружности, см. Кроуэлл 
и Фокс [1*]. — HI pum. перев. 
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Положим F(D=lim С (Г)/М. Группа Р(Г) является 
Emme x 


про-р-группой и называется свободной про-р-группой, 
порожденной элементами х;. Название „свободная“ оправ- 
дывается следующим результатом: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть G — про-р-группа. Тогда 
морфизмы группы Е(Г) в G находятся в биективном 
соответствии с семействами (бе ‚ элементов из Q, 


которые стремятся к нулю относительно фильтра, 
0б разованного дополнениями конечных подмножеств. 


Более точно, каждому морфизму f: Р (Г) —> Ц сопоста- 
вляется семейство (5) = (f (х,;)). Очевидно, что получае- 
мое таким образом соответствие является биективным. 


Замечание. Наряду с Р(1) можно определить груп- 
пу Р,(Г) как проективный предел групп (D/M, где nop- 
мальный делитель M удовлетворяет только условию а). 
Она является р-пополнением L (Г); морфизмы Р.,(Г) в npo- 
р-групну С находятся в биективном соответствии со все- 
возможными семействами (8,),., Элементов из G. Мы 


увидим дальше, что группа Р,(Г) также свободна, т. e. 
изоморфна группе Р(Л) для подходящего множества J. 

В случае когда / = [1, n], мы пишем F (n) вместо F (I). 
Группа F (n) называется свободной про-р-группой ранга п. 
Имеет место соотношение Р (0) = {1}, и Е(1) изоморфна 
аддитивной группе Z, Дадим некоторое явное описание 
группы Р (п). 

Пусть А (n) — алгебра ассоциативных формальных рядов 
(не обязательно коммутативных) от п неизвестных а 2 
с коэффициентами из С, (это то, что Лазар называет 


„алгеброй Магнуса“). [Читатель, которому не нравятся 
„He обязательно коммутативные формальные ряды“, может 
определить A(n) как пополнение тензорной алгебры 
7›-модуля (7,)”.] Снабженная топологией покоэффициент- 
ной сходимости, А (п) превращается в компактное тополо- 
гическое кольцо. Пусть И — мультипликативная группа 
элементов из А (и), свободные члены которых равны 1. 
Легко проверить, что И — про-р-группа. Поскольку она 
содержит семейство элементов вида l + £, предложение 5 
показывает, что существует морфизм 0: Р (в) >И, ото- 
бражающий каждый элемент х; B Г+ Ц. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6 (Лазар). Морфизм 0: Е (n) > U 
инъективен. 


[Группу Р(п) можно отождествить, ` следовательно, . 
с замкнутой подгруппой группы U, порожденной элемен- 
тами 1+ 4.] 

Докажем даже более сильный результат. Прежде чем 
его сформулировать, условимся. называть групповой алгеб- 
рой про-р-группы @ проективный предел групповых 
алгебр над Z, конечных факторгрупп группы @. Опреде- 


ленную таким образом алгебру будем обозначать через 
Zp[[G]]. Имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Существует непрерывный изомор- 
pusm a алгебры 2,[[Р(т)]] на A(n), который перево- 
дит x; в 1-4. 

Без труда определяется гомоморфизм а: Z, [[F (п)] | 


—> A(n). С другой стороны, пусть / — пополняющий идеал 
в Z [[F (1)] ]'); тогда из элементарных свойств конечных 


р-групп следует, что существует непрерывный гомомор- 
физм 


В: А (1) > 2, (ЕР ®/И, 


отображающий f; в х,—1. Осталось только проверить, 
ЧТО ЧбоВ = 1 и Воа =1, а это очевидно. Доказательство 
закончено. 


Замечания. 1. В случае когда n = 1, предложение 7 
показывает, что групповая алгебра группы Г ==, изо- 


морфна алгебре 2 [F]], которая является превосходным 


регулярным локальным кольцом размерности 2. Из этого 
исходил Ивасава, изучая „Г-модули“. 

2. В диссертации Лазара [1] группа F (n) изучена no- 
дробно с помощью предложений 6 и 7. Например, если 
рассмотреть на A(n) фильтр степеней пополняющего 
идеала /. то индуцируемая им фильтрация на F (n) совпа- 
дает с фильтрацией, определяемой центральным рядом 
в 2 (п), а ассоциированная с ней градуированная алгебра 


1) Пополняющий идеал — ядро пополняющего гомоморфизма, 
см. Kaptan, Эйленберг [1], гл. VII. — MI pum.. перев. 
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является свободной Д,-алгеброй Ли, порожденной клас- 


сами T, элементов Ё. Интересна также и фильтрация, 
определенная степенями идеала (р, /). 


$ 2. КОГОМОЛОГИИ 


2.1. Дискретные С-модули 


Пусть С — проконечная группа. Дискретные абелевы 
группы, на которых непрерывно действует группа QG, обра- 
зуют абелеву категорию ©’, являющуюся полной под- 
категорией!) категории всех @-модулей. Утверждение 
„@-модуль А принадлежит g“ означает, что стабилизатор 
каждого элемента из А открыт в С или что А = U АЙ, 
где U пробегает множество всех открытых подгрупп в G 
(АУ означает, как обычно, подгруппу элементов из А, 
инвариантных относительно U). 

Всякий объект А из ©’. будем называть дискретным 
С-модулем (или просто С-модулем, если это не будет 
приводить к недоразумению). С помощью таких модулей 
определим когомологии группы G. 


2.2. Коцепи, коциклы, когомологии 


Пусть Аб’. Обозначим через С”((, А) множество 
непрерывных отображений G” в А (заметим, что поскольку 
модуль А дискретен, TO „непрерывность“ эквивалента 
„локальной постоянности“). Определим кограничный опе- 
ратор 

а: Сост 


с помошью обычной формулы 
(@Т) (81, s En = (В, Ва 
+ >С’ S (Er eee igis ee Enr) F 
EA S n 0: 


1) Подкатегория ®” категории ® называется полной под- 
категорией, если для любых двух объектов из $’ Homg (X, У) = 


= Ношу, (X, Y). — Прим. перев. . 
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Так получается комплекс C*(G, А), группы когомологий 
которого НТ((, А) называются группами когомологий 
группы G с коэффициентами в А. 


В случае когда G — конечная группа, получается обыч- 
- Hoe определение когомологий конечных групп. Общий 
случай сводится к этому благодаря следующему предло- 
жению: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. /Тусть (G;)— проективная система 
проконечных групп и (А;) — индуктивная система дис- 
кретных Ч;-модулей (гомоморфизмы А, > А, должны 


быть согласованы в очевидном смысле с морфизмами 
G;,—> G). Положим В =limG; и А=ИтА,. Тогда для 
j i АА ры 


каждого 4 >0 имеет место соотношение 
НЧ (G, А) =ИтНТ((,, А). 
— 


Действительно, легко видеть, что канонический гомо- 
морфизм 
| $ 
lim С" (G;, A) —> С* (Ц, A) 


является изоморфизмом, откуда, переходя к когомологиям, 
получаем требуемый результат. 


СледствиЕ 1. //усть А — дискретный Ц-модуль. Тогда 
для каждого q` 0 имеем 


H(G; А) = Пт НТ (QIU, АП), 
р 
где U пробегает множество всех открытых нормаль- 
ных делителей в G. 
Действительно, G= lim G/U и A= lim АЙ. 
<— — 


Следствие 2. Пусть А — дискретный С-модуль. Тогда 
для каждого 9 >20 имеем 


НЧ (G, А) = lim H’ (G, В), 
— 
где В пробегает множество Ц-подмодулей конечного. 
типа в А. : 
Действительно, A = lim В. 


16 Гл. 1. Когомологии проконечных групп 


Следствие 3. Для q> 1 группы НЧ (G, А) периодичны. 
В случае когда С конечна, это классический результат. 
Общий случай выводится из этого благодаря следствию 1. 


Поэтому все можно легко свести к случаю конечных 
‘групп, который хорошо известен (см., например, книгу 
Картана, Эйленберга „Гомологическая алгебра“, цитируе- 
мую в дальнейшем как [М], или книгу автора „Corps 
Locaux“, цитируемую как [СГ]'). Таким способом выво- 
дится, например, что H1 (G, А) равны нулю при qÈ 1, 
если А — инъективный модуль в g (AU тогда инъективны 
над G/U). Так как категория 6’ обладает достаточным 
количеством инъективных (но не проективных!) объектов, | 
мы убеждаемся, что функторы НТ (G, ) являются производ- 
ными функторами функтора AĈ, как и должно быть. 


2.3. Малые размерности 


H? (G, А) = Aĉ, как обычно. 

H?! (G, А) есть группа классов непрерывных скрещен- 
ных гомоморфизмов G в А. 

Н?(@, А) есть группа классов непрерывных систем 
факторов G в А. Если модуль А конечен, то это также 
группа классов расширений группы С с помощью группы А 
(доказательство стандартное и основывается на существо- 
вании непрерывного сечения, установленном в п. 1.2). 


Замечание. Этот последний пример подсказывает, 
как можно, исходя из непрерывных коцепей, определить 
H1 (G, А) в случае, когда А — произвольный топологи- 
ческий С-модуль. Такого рода когомологии действительно 
встречаются в приложениях. С одним из таких примеров 
мы познакомимся позднее. 


2.4. Функториальность 


Пусть С и G’ —- две проконечные группы и f: @-> (’— 
некоторый морфизм. Пусть АЁбс и А’Ебс,. Можно 
говорить тогда о морфизме h: А’-> А, совместимом с f 


г) На русском языке подробное изложение теории когомоло- 
гий конечных групп имеется в книге Картана, Эйленберга [М], 
гл. XII, а также в книге Маклейна [1]. — MI pum. перев. 
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(это некоторый @-морфизм, причем структура С-модуля !) 
на А’ определена с помощью морфизма f). Каждая пара 
совместимых морфизмов (f, h) ‚определяет гомоморфизм 
групп когомологий 


НЧ ((’, А) HHG А, 4>0. 


В частности, когда G'= H — замкнутая полгруппа в G 
и A= А’ — дискретный С-модуль, получаем гомоморфизм 
ограничения 


Кез: (а > (L а) а >.0. 


1) Пусть G и @’ — две группы и f: G’ -> G — некоторый 
гомоморфизм. На всяком С-модуле А можно определить струк- 
туру С@’-модуля, полагая 


Ssa = f (S-a, SEG’, aCA. 


Определенный таким образом С”-модуль обычно обозначается. 
через /*А и называется обратным образом модуля А относи- 
тельно гомоморфизма f. Очевидно, что AÊ является подгруппой 
группы (/*А)9”. Это определяет морфизм функторов H° (G, А) 
в H? (G', f*A), и так как НЯ (@’, Р*А), 9>0, составляют KOro- 
мологический функтор (относительно А), то из свойства уни- 
версальности производных функторов (см., например, Гротен- 
дик [1], п. 2.2, 2.3) следует, что этот морфизм продолжается 
‚до морфизма когомологического функтора [H9 (@,), ô} в koro- 
мологический функтор {НЧ (@’, f*), 8}. В частности, для всякого 
целого числа 9 >20 и всякого G- -модуля А имеет место гомо- 
морфизм 
$ 


E H(G; A> HI (G, ГА). 


Более общо, рассмотрим @’-модуль А’ и некоторый гомо- 
морфизм g: А-> А’. Будем говорить, что гомоморфизмы иг 
совместимы, если &(] (5'’) а) = 5’. g(a) для всех SEG и 
aC À. Это равносильно утверждению, что гомоморфизм g- 
является С’-морфизмом модуля /*А в модуль А’. В таком 
случае g определяет гомоморфизм : 

gy Н(@', ГАН“ (G, А) 


и композиция во задает гомоморфизм 
(F, 2): НУ (G, A) > H1 (G', А’), 


ассоциированный с парой совместимых гомоморфизмов (f, 8g) 
(см. [CL], гл. УП, $ 5). — Прим. перев. 


SF Зак, 1202 : 
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Если H имеет конечный индекс п в G, то можно опре- 
делить (например, с помощью перехода к пределу, отпра- 
вляясь от конечных групп) гомоморфизм коограничения 


Cor: H’ (H, A)—> H’ (G, А). 
Имеем Cor o Res =n, откуда следует 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Если (@:Н)==п, то ядро гомомор- 
физма Res: H? (G, А) > HI (H, А) аннулируется умно- 
жением на п. 


Следствие. Если индекс (G : H) взаимно прост с npo- 
стым числом р, то Res инъективен на р-примарной 
компоненте группы НУ (G, А). 

[Это следствие особенно полезно в случае, когда 
H — силовская р-подгруппа группы G.] 

В случае когда индекс (G : H) конечен, следствие He- 
посредственно вытекает из предыдущего предложения. 
Общий случай можно свести к этому, если представить Н 
в виде пересечения открытых подгрупп и применить пред- 
‚ложение 8. 


2.5. Индуцированные модули 


Пусть Н — замкнутая подгруппа проконечной группы @ 
и AEZ y. Индуцированный модуль А" = ME (А) опре- 
деляется как множество непрерывных отображений 
4: @— А, таких, что а“ (#х) == ha* (x), где ВЕН, xEG. 
Группа С действует на A* по формуле 


(ga) (xy=a* (xg). 


В случае, когла H = {1}, мы пишем просто Me (A); 
получаемые таким способом С-модули называются О 
цированными (коиндуцированными в терминологии [СГ./]). 


+ H 
Если каждому элементу а Е Mg (A) сопоставить ero 


H 
значение в 1, получится гомоморфизм Мс (A)-> A, кото- 
рый совместим с естественным вложением H в G 
(см. п. 2.4). Он определяет гомоморфизмы 


H’ (G, MẸ (А)) > H’ (H, А). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Гомоморфизмы H'(G, MẸ (A))—> 


—> НТ(Н, А), определенные выше, являются изо морфиз- 
мами. 


Заметим прежде всего, что для любого BEGG имеет 
место изоморфизм Ном, (В, Мс (А)) = Hom; (В, А). Это 


показывает, что функтор Ма переводит инъективные 
объекты в инъективные. Так как, с другой стороны, он 
точен, то предложение следует из стандартной теоремы 
сравнения !). 


Следствие. Когомологии индуцированного модуля 
равны нулю в размерностях q > 1. 


Это частный случай предыдущего предложения, когда 

Е 

АР 10 (иногда называемое „теоремой Шапиро“) 
очень часто используется: оно позволяет заменять когомо- 
логии подгруппы когомологиями самой группы. Укажем, 
как с этой точки зрения можно рассматривать гомомор- 
физмы Юез и Сог. 

(а) Пусть АЕ Zg. Определим инъективный гомоморфизм 


t: А> М8 (А), 
полагая 
1(а) (х) = ха. 


При переходе к когомологиям немедленно проверяется, 
что мы получаем гомоморфизм ограничения 


Res: H’ (G, A)—> H’ (G, ME (A))= H’ (H, А). 


[Случай H == {1} доставляет некоторый стирающий 
функтор 2), используемый в дальнейшем.] 


') Имеется в виду следующий факт: два универсальных 
когомологических функтора, совпадающие в нулевой размер- 
ности, совпадают всюду (см. Гротендик [1], гл. I, п. 2.2, 2.3). — 
Прим. перев. 

2) Аддитивный функтор F из категории ® в категорию g’ 
называется стирающим, если для всякого АС® можно найти 
мономорфизм и: А > M, такой, что РЁ (и) =0. Если в кате- 
гории $ каждый объект А допускает мономорфизм в инъектив- 
ный объект М, то свойство функтора Р быть стирающим экви- 
валентно обращению его в ayas на инъективных объектах. — 
Прим. перев. 


9% 


20 Гл. 1. Когомологии проконечных групп 


(6) Предположим, что H имеет конечный индекс в G» 
и пусть АЕбо- Определим ие - С-гомоморфизм 


T: МЕ (A) —> А, 
полагая 


па У" 
xEG/H 


эта формула имеет смысл, так как элемент ха*(х-1) зави- 
сит только от класса х по модулю Н. При переходе 
к когомологиям л дает гомоморфизм коограничения 


Cor: Н(Н, A= H? (G, MẸ (А)) > H1 (G, А). 


В самом деле, это морфизм когомологических. функто- 
ров, который в размерности нуль совпадает с гомомор- 
физмом взятия нормы. 


Упражнение. Предположим, что Н является нор- 
мальным делителем в G. Если АЕЗ’ц, то можно опре- 
Н 
делить действие G на Мс (А), полагая 


$ $ — 
вас A (2 
Показать, что Н в этом случае действует тривиально, что 


Н 
позволяет рассматривать действие G/H на Ма (А). Пока- 
зать, что так определенное действие коммутирует с дей- 
ствием С, определенным в тексте. Получить отсюда некото- 
poe действие G/H на группы H° (G, ME (А)) = Н“(Н, A). 
Показать, что оно совпадает с естественным действием 
(см. следующий nyug): 

Показать, что ME (А) изоморфен Мо/н(А). В случае 
когда индекс (G : H) конечен, вывести формулы 


` H’ (GJH, MẸ (A)= А и H (GIH, MẸ (А)) =0 для #> 1. 


2.6. Дополнения 


Оставляем читателю самостоятельно проработать сле- 
дующие пункты (которые будут использоваться в даль- 
нейшем): 

(а) ‹/-произведения. 
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„- 


Различные свойства, особенно поведение в точных 
последовательностях. Формулы 


Кез (x . у) = Кез (x) . Кез (у), 
Сог(х. Res (у) ) = Cor (x) . у. 


(6) Спектральная последовательность расширений 
групп '). ; | 

Если Н —замкнутый нормальный делитель в G и АЕ ба 
то группа G/H естественно действует на НТ(Н, А) и это 
действие непрерывно. Имеет место спектральная последо- 
вательность 


H” (GJH, H1 (H, А)) > H” (G, А). 


В малых размерностях она порождает следующую TOY- 
ную последовательность: 


0> H (GIH, А) > Н' (а, АНН, Аб > 
->Н*(ОН, АН) > R?’ (G, A). 


Упражнения (соотношения между когомологиями 
дискретных и проконечных групп). 


1) Пусть @ — дискретная группа, и пусть G —> K — 
некоторый гомоморфизм @ в проконечную группу К. 
Предположим, что образ G всюду плотен в К. Тогда 
для каждого модуля MEC g имеют место гомоморфизмы 


H’ (K, M)—> НЧ (G, М), а>0. 


Мы ограничимся подкатегорией к категории к, обра- 
зованной конечными К-модулями М. 

(а) Показать эквивалентность следующих четырех 
свойств: 

A, Гомоморфизм НУ(К, М) > H1 (G, М) ‘биективен 
при q <n и инзективен при q=n-+- 1 (для всех 
MESK). 

В. Гомоморфизм H1 (K, M)—> H1 (G, М) ciopsekmu- 
вен при q < п. 


Г) Спектральная послеловательность расширений групп 
в литературе обычно называется спектральной последователь- 
ностью Хохшильда — Серра. — M pum. перев. 
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С,. Для каждого хЕНТ((, М), 1<а< п, суще- 
ствует модуль MEC pg, содержащий М, такой, что. 
x индуцирует 0 в H1 (G, М). 

D,- Для каждого хЕНТ((, М), 1<а«п, суще- 
ствует подгруппа G) в G, являющаяся прообразом He- 
которой открытой подгруппы в К, такая, что х инду- 
цирует 0 в H’ (G,, М). 

[Импликации А, => B, = С, очевидны, каки В, =D, 
Импликация С,= А, доказывается индукцией по n. Ha- 
конец, D „=> С, можно доказать, взяв за M’ индуцирован- 
НЫЙ модуль MG (М).] , 

(6) Показать, что свойства Ау,..., Оу выполнены 
всегда. Показать, что свойства Å, ..., D] выполнены 


в случае, когда К — проконечная группа Ц, ассоциирован- 
ная с G. 

(в) Возьмем а дискретную группу РОТ. (2, C). Io- 
казать, что @ = {1} и что H?(G, Z/2Z)#0 (использовать 
расширение G, порожденное SL (2, С)). Вывести отсюда, 
что группа G не обладает свойством А.. 

(Г) Пусть К,— открытая подгруппа в К и Су — ее 
полный прообраз в G. Показать, что если гомоморфизм 
G —>К обладает свойством А„, то то же самое справедливо 
и для гомоморфизма G ны. и обратно. 

2) [Здесь и далее мы говорим, что G удовлетворяет 
условию А,„, если это условие выполнено для канони- 


ческого отображения Ga, Группу @ будем называть 
„хорошей“, если она удовлетворяет условиям Å, при 
всех п.] 

Пусть E/N = G — некоторое расширение группы С, 
удовлетворяющей условию А.. 

(а) Предположим сначала, что ‚группа N конечна. 
Пусть / — коммутант подгруппы № в E. Показать, что / 
имеет конечный индекс в Е. Вывести отсюда, что группа 
ПСП М) удовлетворяет условию А. (применить 1, г), no- 
тому что существует подгруппа Eg "«енечиото индекса в E, 


такая, что 
В ПМ = {1}. 


(6) Предположим теперь, что № имеет конечный тип. 
Показать (используя (а)), что всякая подгруппа конечного 
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индекса в N содержит подгруппу вида Eg ПМ, где Eg — 
подгруппа конечного индекса в Е. Вывести отсюда точную 
последовательность 


1->№М->В-> 9-5 Г 


(в) Предположим, кроме того, что N u G— „хоро- 
шие“ группы и что группы H°(N, М) конечны для лю- 
бого конечного Е-модуля М. Показать, что Е также 
„хорошая“ (сравнить спектральные последовательности для 
расширений ĒJIÑ = â и Е/М =Q): 

(г) Показать, что последовательные расширения сво- 
бодных групп конечного типа являются „хорошими“ груп- 
пами. Этот результат имеет приложения к группам кос). 

(д) Показать, что SL (2, 7) — „хорошая“ группа (можно 
использовать то, что она содержит свободную подгруппу 
конечного индекса). 


$ 3. КОГОМОЛОГИЧЕСКАЯ РАЗМЕРНОСТЬ 


3.1. Когомологическая р-размерность 


Пусть р — простое число и G — некоторая проконеч- 
ная группа. Когомологической р-размерностью группы G 
(обозначается через cd, (G) ) называется нижняя грань целых. 
чисел N, удовлетворяющих следующему условию: 

(+) Для всякого дискретного периодического @-модуля А 
и для всякого целого числа д > n р-примарная компо- 
нента группы НТ (G, А) равна нулю. 

(Разумеется, если такого целого п не существует, то 
cd, (G) = + оо.) 
| ” Положим cd (G) = sup cd p(6). Тогда cd (G) называется 
когомологической размерностью группы G. 


ПрРЕдложЕНИЕ 11. Пусть G — проконечная группа, 
р — простое число и п — некоторое целое число. Тогда 
эквивалентны следующие условия: 


(1) cdp (4) < п 


Г) О группах кос cm., например, Артин [1*]. — MI pum. перев. 
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(ii) H(G, А) =0 для каждого 9 > п и для всякого 
дискретного Ц-модуля А, являющегося р-примарной ne- 
риодической группой; 

(iii) Н"+\ (G, A)=0, если А — простой дискретный 
С - модуль, аннулируемый умножением на р. 

Пусть А — периодический С-модуль и A=) A(p)— 
его разложение Ha р-примарные компоненты. Легко видеть, 
что группа H(G, А(р)) отождествляется с р-примарной 
компонентой группы H° (G, А). Отсюда следует эквива- 
лентность условий (i) и (ii). Импликация (11) = (Ш) tpu- 
_ виальна. С другой стороны, если выполнено условие (Ш), 
то рассуждения типа „отвинчивания“ (dévissage)!) показы- 


вают, что Н"*' (G, А) =0, когда модуль А конечен и 
аннулируется некоторой степенью р. Переходом к индук- 
тивному пределу (см. предложение 8, следствие 2) этот же 
результат распространяется на произвольные дискретные 
С-модули А, являющиеся р-периодическими группами. 
Отсюда с помощью индукции по 4 выводим справедли- 
вость условия (1): именно вкладываем А в индуцирован- 
ный модуль Мс (А) и применяем предположение индукции 
к Ц-модулю Мс(А)/А, который также является р-перио- 
дическим. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Предположим, что с4,(@) < п, u 


пусть Ц-модуль А дискретен и р-делим (т. e. гомомор- 

физм р: А—>А сюръективен). Тогда р-примарная KOM- 

понента группы H’ (G, А) равна нулю при а>п. 
Точная последовательность С-модулей 


0—> A, > A> А-—0 


г) Суть метода „отвинчивания“ заключается в следующем. 
Предположим, что модуль А включен в точную последователь- 


ность 
0-> A > А А, >0 


и когомологическое утверждение, которое мы хотим доказать 
для А, известно для Å, Тогда соответствующая точная после- 
довательность когомологий позволяет свести это утверждение 
к аналогичному утверждению для модуля Å, который в неко- 
тором смысле более прост, чем А, например, если А конечен, 
то А, имеет меньший порядок. Последовательно отщепляя от Å 
фактормодули типа А., мы можем получить таким образом до- 
казательство утверждения. — lT pum. перев. 
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порождает точную последовательность групп когомологий 
НУ (G, A) —> H’ (С, А) SHO, А), 


При 9 > п по предположению H(G, А) =0. Гомомор- 


физм умножения на р в группе H(G, А) является, сле- 
довательно, инъективным. Это, очевидно, означает, что 
р-примарная компонента этой группы равна нулю. 


Следствие. Если са (G) < п и группа А из C o является 
р-делимой, то НЧ (G, А) =0 при аз п. 


3.2. Строгая когомологическая размерность 


Сохраним те же предположения и обозначения, что и 
выше. Строгой когомологической р-размерностью на- 
зывается (обозначается через $са,(()) нижняя грань целых 
чисел п, удовлетворяющих условию 

(++) Для всякого Ц-модуля АЕба и целого q>œ>n 
имеет место равенство НУ (G, А)(р)==0. 

[В отличие от условия (+) здесь не предполагается, 
что А должен быть периодическим модулем.] 

Положим также $с4 (Ц) = sup scd,(G), scd(G) назы- 


вается строгой когомологической размерностью группы Q, 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Размерность scd, (G) равна са„(() 
или cdp (Q) 1. 

Очевидно, что scd,(G) > cd, (G). Достаточно, следо- 
вательно, показать, что scd, (G) < cd, (G)+ 1. Пусть 
AEZ g. Рассмотрим каноническое разложение морфизма р: 
А—> А. Оно состоит из двух точных последовательностей 

0 —> I —> A —>Q— 0, 
где N = A, I= pA, Q= А][рА, а композиция А-> [— А 
является умножением на p. 

Пусть 4 > са, (@)-{ 1. Так как N и Q суть р-примар- 
ные периодические группы, то H’ (G, №) = HU ! (G, Q =U. 
Поэтому гомоморфизмы 


H! (G, А)-> H° (G, D n H(G, D—> H1 (G, A) 
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инъективны. Следовательно, умножение на р инъективно 
-B НЧ(Ц, А); это означает, что НТ((, А)(р)==0. Таким 
образом, 5с4,(@) < са,(@)--1, что и требовалось дока- 
зать. 


Примеры. (1) Положим G=. Тогда cd, (G)=1 
для каждого простого числа р (это доказывается легко, 
cM., например, [СГ], стр. 197, предложение 2)1). С apy- 
гой стороны, группа H?(G, Z) изоморфна группе 
H! (G, 9[2) = Q/Z, отсюда получаем, что $с4,(@)=2. 

(2) Пусть р==2 и С — группа аффинных преобразо- 
ваний х->ах-+6, bEZ, аЕЦ0, (И,— группа единиц 
кольца 7,). Можно показать, что са,(@) == зса,(@)=2 


(см. гл. I). 
(3) Пусть / — простое число и G, — группа Галуа anre- 


браического замыкания Q, поля [-адических чисел ©). 
Тейт показал, что са, (Ц) = scd, (G) =2 для любого р. 


Упражнение. Показать, что размерность scd,(G) 
не может быть равной 1. 


1) На основании предложения 11 достаточно доказать, что 


Н? (7, А) =0, где А — простой дискретный 7-модуль, аннули- 
руемый умножением на р. Очевидно, что модуль А конечен 


(7-орбита каждого элемента «СА конечна). Далее поскольку 


H? (7, А) = lim H? (2/n?, А”2) 
--х 


H: (2in2, А”) = АР [Norm a”? 
(как когомологии конечной циклической группы Й/п7), то имеем 
H? (È, А) = lim lim AŽ /Norm A, 


Pre B индуктивной. системе для любого целого m`> 1 гомомор- 


физм AŽ [Norm А” -> АЁ/Моги А""Я индуцирован умножением 
на m. Таким образом, если m делится на р, то этот гомомор- 


физм пулевой и, следовательно, lim А? |Могт A" = 0, т. e. 
H? (7, А) =0. — Прим. перев. 


f 
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3.3. Когомологическая размерность о pyn 
и расширений групп 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть H — замкнутая подгруппа 
проконечной группы G. Тогда 


veds (HYF са» (G), 
scd, (Ħ) < scd, (G). 
Равенство имеет место в следующих двух случаях: 


(i) индекс (G : H) взаимно прост с р; 
(ii) подгруппа H открыта в G и са, (в) < оо. 


Мы рассмотрим только Cdp, для scd, рассуждения CO- 
вершенно аналогичны. Если А — дискретный периодиче- 
ский Н-модуль, то. MẸ (А) является дискретным периоди- 
ческим С-модулем и H(G, ME (А)) =Н“(Н, А). Отсюда 
очевидным образом следует неравенство 


cd, (H) < са, (G). 


Обратное неравенство в случае (1) получается из того, что 
гомоморфизм Res инъективен на р-примарной компоненте 
(следствие предложения 9). В случае (ii) положим 
п =са,((@) и пусть А — дискретный периодический С-мо- 
дуль, такой, что H” (G, А)(р)==0. Мы хотим показать, 
что Н"(Н, А)(р) + 0, откуда, конечно, будет следовать, 
что cd,(H)=n. Для этого достаточно доказать следую- 


щую лемму: 


Лемма 4. Гомоморфизм Cor: Н"(Н, A)—> H” (G, А) 
сюръективен на р-примарных компонентах. 


H 
Действительно, пусть А“ = Mo (A) u n: A*—> A —го- 
моморфизм, определенный в п. 9.5 (6). Гомоморфизм л 
сюръективен и его ядро В является периодическим моду- 
1 
лем. Следовательно, H”™ (G, В)(р)=0; это означает, 
что гомоморфизм 


H” (G, A*)-> H” (G, А) 


сюръективен на р-примарных компонентах. Поскольку его. 
можно отождествить с гомоморфизмом коограничения (см. 
п. 2.5), лемма доказана. 
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Следствие 1. Пусть @,— силовская р-подгруппа 
группы G; тогда са о: (G,)= cd (G,) u scd Siue 
= scd, (G) = scd (6). 

Доказательство очевидно. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Для того чтобы с4,(()==0, необ ходимо 


и достаточно, чтобы а а. G был взаимно 
spony с р. 


Достаточность очевидна. Для доказательства необходи- 
мости можно считать, что G — про-р-группа (см. след- 
ствие 1). Если G Æ {1}, то существует непрерывный гомо- 
морфизм группы G на Z/pZ. Это следует из элементарных 
свойств р-групп (см., например, [CL], стр. 146)1). Поэтому 
H! (С, Z/pZ) == 0, откуда cd, (G) > 1. 


Следствие 3. Если cd,(G)+0, со, то степень р, 
входящая в порядок группы G, бесконечна.. 


Здесь также можно предполагать, что С есть про- 
р-группа. Если бы G была конечна, то из части (ii) npe- 
дыдущего предложения следовало бы, что с4,(()= 


—с4,({1})=0 в противоречие с предположением. Следо- 
вательно, группа С бесконечна. 


Следствие 4. Предположим, что cd,(G)=n < оо. 
_Для справедливости равенства scd,(G) =n необ ходимо 
u достаточно, чтобы выполнялось следующее условие: 


HE (H, 2)(р)=0 для любой открытой подгруппы H 
из G. 


1) Каждая конечная р-группа G обладает композиционным 
рядом 


{1} = Час... а G= G, 


где С; — нормальные делители в G, С/Ц: +, = Z/pZ, а p” — no- 
рядок группы G. Это непосредственно следует из известной тео- 
ремы: центр нетривиальной р-группы нетривиален. Вот короткое 
доказательство: действие G на себе внутренними автоморфиз- 
мами разбивает ее на орбиты, число элементов в каждой из ко- 
торых либо равно 1, либо делится на р. Отсюда уже следует 
утверждение, поскольку порядок G есть степень р. — Прим. 
_ перев. 
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Условие, очевидно, необходимо. Обратно, если оно 
1 f, 
выполнено, TO Н”" (G, А)(р)=0 для всякого -дискрет- 


ного С@-модуля А вида Ма (Z). Но’ каждый дискретный 
С-модуль В конечного типа над Z изоморфен некоторому 


фактормодулю A/C модуля такого вида (за H следует взять 
открытый нормальный делитель в G, действующий три- 


виально на В). Поскольку Н"+? (Ц, С)(р)=0, из этого 


следует, что Н"*' (G, В)(р)=0. С помощью предельного 
перехода этот результат распространяется на произволь- 
ные дискретные С-модули, что и требовалось доказать. 

[Пусть H — открытая подгруппа проконечной группы G 
и р— простое число. Предположим, что са,(Н) < со. 


В силу предложения 14 
cd, (G) = cd, (H) HJIH cd, (G) = оо. 


Можно показать, что второй случай представляется только, 
если С содержит элемент порядка р: в доказательстве 
существенно используются операции Стинрода. См. Cepp 


[5*].] 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Пусть Н — замкнутый нормальный 
делитель проконечной группы G. Гогда имеет место 
неравенство 


са, (@) < са, (Н)- са, (@1Н). 


Воспользуемся спектральной последовательностью. рас- 
ширений групп 


E$ I HÌ (CJH, HÝ (H, A) H" (@, А). 


Пусть А — дискретный периодический С-модуль. Возьмем 
h > са,(Н)- са, (ЦН). 


Если i+ j =n, то либо į > са,(@]Н), либо j > са,(Н). 
В каждом из этих случаев р-примарная компонента 
группы Е? 7 равна нулю, откуда следует, что равна нулю 
и р-примарная компонента группы H” (G, А). Предложе- 
ние доказано. 
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Замечание. Предположим, что п =са,(Н) и т == 
=—cd, (G/H) конечны. Тогда спектральная последовательность 
обеспечивает канонический изоморфизм 


н"+" (0, А)(р)=Н" (GJH, Н"(Н, А) (р) 


Этот изоморфизм. позволяет дать условие того, чтобы 
с4,(@) равнялось сумме са,(@|Н) -- са,(Н), см. 6 4. 


Упражнения. 1) Показать, что в утверждении (ii) 
предложения 14 предположение „H открыта в С“ можно 
заменить на следующее: „степень р в индексе (G : H) Ko- 
нечна“. 


2) Сохраняя условия предложения 15, предположим, 
кроме того, что степень р в индексе (@:Н) не равна 
нулю (т. e. с4,(@]Н) == 0). Показать, что тогда справед- 


ливо неравенство 
scd, (G) < cd, (H) + scd, (G/H). 


3) Пусть n — целое число. Предположим, что р-при- 
марные компоненты групп H”+!(H, Z) и Н""?(Н, Z) 
равны нулю для каждой открытой подгруппы H из G. 
Показать, что в этом случае $с4,(9) < ип. [Пусть G, — 
силовская р-подгруппа в G; следует доказать, что 
Hat (G, Z/|pZ)= 0, и применить результат $ 4 для goka- 
зательства неравенства с4,(() < п.] | 


3.4. Характеризация проконечных групп G, 
для которых с4, (Сб) <1 


Пусть 1 > P —> Е => W — 1 — некоторое расширение 
проконечных групп. Мы говорим, что проконечная 
группа’ С обладает свойством поднятия относительно 
предыдущего расширения, если всякий морфизм f: G—> W 
поднимается до морфизма f^: G—>E (T. e. существует 
морфизм f’, такой, что f == T o f’). Это эквивалентно тому, 
что расширение 

1 РЕ, -> 1, 
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обратный образ Е относительно }!), является тривиаль- 
НЫМ. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 16. //усть С — проконечная группа и 
р— простое число. Гогда эквивалентны следующие 
свойства: 

(i) са, (6) < 

(ii) ipina : а свойством поднятия отно- 
сительно тех расширений 1 > P — E—> W —> 1, в komo- 
рых Е — конечная группа, a P — абелева р-группа, анну- 
лируемая умножением на р; 

(ii) всякое расширение группы G с помощью конеч- 
ной абелевой р-группы, аннулируемой умножением на р, 
является тривиальным; 

(iii) группа G обладает свойством поднятия отно- 
сительно расширений 1 ее —> W —1, где P — no- 
бая про-р- группа; 

(ПГ) всякое расширение группы G с помощью npo- 
р-группы является тривиальным. 

(Речь идет, конечно, о расширениях в категории про- 
конечных групп.) 

Очевидно, что (111) (1) и что (i) (i). Для дока- 
зательства импликации (ii) = (ii^) рассмотрим произвольное 


расширение 
1—>Р—>Е— 4—1 


группы С ‘с помощью конечной абелевой р-группы P, 
аннулируемой умножением на р. В силу леммы 2 п. 1.2 
это расширение тривиально над некоторой открытой под- 
группой H в С, которую можно считать нормальным дели- 
телем. Это означает, что рассматриваемое расширение 


1) Пусть 0>А->С >В >0— точная последовательность 

групп (расширение В с помощью А) и f: В’ > В — некоторый 
гомоморфизм. Обратным образом этой последовательности отно- 
сительно f называется точная последовательность 


0 -> A -> Cz -> B’ >0, 


где С; определяется как подгруппа в прямом произведении СЖВ*, 


состоящая из таких пар cX b’, компоненты которых проекти- 
руются при гомоморфизмах C->B n В'’>Вв один H тот же 
элемент. Иначе говоря, С; является расслоенным произведе- 


нием Си В’ над В. — Прим. перев. 


32 Гл. 1. Когомологии проконечных групп 


является обратным образом расширения Е группы G/H 
с помощью группы Р. Применяя условие (1) к этому по- 
следнему расширению, находим, что G „поднимается“ в (E), 
откуда следует утверждение (ii^). 

Соответствие между элементами группы H?(G, А) и 
классами расширений группы G с помощью A (см. п. 2.3) 
показывает, что (D6 (ii^). Импликация (iii) = (ii^) — Tpu- 
виальна. Осталось, таким образом, доказать, что усло-. 
вие (ii^) влечет за собой (ШГ). Для этого сошлемся на сле- 
дующую лемму: | 


ЛЕммА 9. Пусть H — замкнутый нормальный дели- 
тель проконечной группы Е и Н’— открытая nod- 
группа в H. Тогда существует открытая подгруппа H” 
в Н, которая содержится в Н’ и является нормаль- 
ным делителем в группе Е. 


Пусть N — нормализатор подгруппы Н’ в E, T. e. MHO- 

жество элементов X E E, таких, что xH'x-!= H’. Так как 
хН’х-! содержится в H, то N, очевидно, представляет 
собой множество элементов, которые отображают некото- 
рый компакт (а именно, H’) в открытое множество (Н’, 
рассматриваемое как подпространство в Н). Отсюда за- 
ключаем, что N само открыто, следовательно, подгруппа H’ 
имеет только конечное число сопряженных с ней подгрупп. 
Их пересечение Н” отвечает всем требуемым условиям. 
_ Возвратимся к доказательству импликации (ii) = (17). 
Пусть 1 —> P —> Е —> G — 1-- расширение группы G с no- 
мощью про-р-группы P. Обозначим через Х множество 
пар (Р’, $), где Р”’— открытая подгруппа в P, являющаяся 
нормальным делителем в группе E, и $— „поднятие“ 
группы С в расширении 


1 > PIP r Е|Р'->@->1. 


Множество Х очевидным способом упорядочено и индук- 
тивно. Пусть (Р’, $) — максимальный элемент в X; тогда 
P’ == {1} (что доказывает (11’)). Действительно, при необ- 
ходимости факторизуя по P’, мы можем предполагать, что 
максимальным является элемент (P, 14); надо показать тогда, _ 
что Р={1}. В противном случае на основании леммы 5 должна 
существовать некоторая собственная подгруппа P’, откры- 
тая в P и являющаяся нормальным делителем в G. Исполь- 
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зуя метод „отвинчивания“, можно предполагать, что P/P” 
является абелевой р-группой, аннулируемой умножением 
на р. В силу условия (ii) расширение 


l — РР’ ЕР’ G — 1 


будет тогда тривиальным в противоречие с максималь- 
ностью (P, id), что и требовалось доказать. 


Следствие. Свободная про-р-группа F (Г) имеет кого- 
мологическую размерность, не превосходящую 1. 


Проверим, например, свойство (iii). Пусть E/P = G— 
какое-нибудь расширение группы G = F (/) с помощью npo- 
р-группы Ри x; — канонические образующие группы F (Г). 
Пусть $: G —> E — некоторое непрерывное сечение, прохо- 
дящее через единичный элемент в E (см. предложение 1), 
и пусть €; =$(х;). Поскольку x; стремятся к l, то то же 
самое верно и для e; Из предложения 5 следует тогда 
существование морфизма и: G —> Е, для которого и (х;)==е;. 
Следовательно, расширение Е тривиально, что и требова- 
‚ лось доказать. 


Упражнения: 1) Пусть G — проконечная группа и 
р — простое число. Рассмотрим следующее свойство: 


(+p) Для всякого расширения 1 —> P > Е —> W —= 1, 
Е — конечная группа, а P — про-р- rpynna, И ДЛЯ ка 
сюръективного морфизма 


f: @—Ш 


существует сюрбективный морфизм f: @ > Е, поднимаю- 
щий морфизм f. 

(а) Показать, что это свойство эквивалентно объеди- 
нению двух следующих: 

(1,) са, (@) < 1; | 

(2) ля каждого открытого нормального делителя U 
в G и для каждого целого N >> 0 существуют 21, ..., 2м 6 
€ H! (U, 71р7), такие, что элементы 5$(2;) ЕСИ, 
1<1< N) линейно независимы над Z/pZ. 

[Начать с доказательства достаточности условия (+p) 
в следующих двух случаях: (1) каждая подгруппа в Ё, 
проектирующаяся на все W, равна E; (ii) группа E является 
полупрямым произведением группы W на группу Ри 


3 Зак, 1202 
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P — абелева про-р-группа, аннулируемая умножением на р. 
Условие (1) эквивалентно (1,), условие (ii) — условию (2,).] 

(6) Показать, что для проверки условия (2,) доста- 
точно рассматривать сколь угодно малые подгруппы U 
(т. е. содержащиеся в любой наперед заданной открытой 
подгруппе). 

2) (а) Пусть G и С’ — две проконечные группы, удо- 
влетворяющие условию (+) для любого р. Предположим, 
что существует база (G,) (соответственно (Ga) ) окрестно- 
стей единицы в Q (соответственно С”), образованная OT- 
крытыми нормальными делителями, такими, что для ка- 
ждого n факторгруппы G/Gn (соответственно a'f G pa3- 
решимы. Показать, что тогда G и G’ изоморфны. 

[Построить с помощью индукции по п две убывающие 
последовательности (Ни) и (H. Hedh eOe H cG, И 
Ts; H‘, — открытые нормальные делители в G и С’ соот- 
ветственно, и согласованную последовательность (f) изо- 
морфизмов @/Н„-—> C |Ha] 

(6) Пусть L — свободная группа (неабелева), порожденная 
счетным семейством элементов (х,;). Положим L = lim LIN, 
где N пробегает нормальные делители из L, содержащие 
почти все x; и такие, что L/N — конечные разрешимые 


группы. Показать, что 2 — метризуемая проразрешимая 
группа (т. е. проективный предел разрешимых конечных 
групп), которая удовлетворяет условию (*„) для любого р. 


Используя (а), показать, что всякая проконечная группа, 


обладающая этими свойствами, изоморфна L. 
(См. Ивасава [1].) 


3.5. Дуализирующие модули 


Пусть С — проконечная группа. Через YE (соответ- 


t 
ственно с) мы обозначаем категорию конечных дискрет- 
ных С-модулей А (соответственно периодических Ц-моду- 


É ; 
лей). Категория 6g отождествляется с категорией lim F 
—> 
индуктивных пределов объектов. из м 


Обозначим через (Ab) категорию. абелевых групп. Для 
всякого объекта МЕ(АЬ) положим М* = Hom (М, 9/2) 
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и снабдим эту группу топологией поточечной сходимости 
функций (Q/Z рассматривается как дискретная группа). 
Если М — периодическая группа (соответственно конечная 
группа), то М компактна (соответственно конечна). Таким 
образом устанавливается некоторая эквивалентность между 
категорией абелевых периодических групп и двойственной 
категорией к категории абелевых компактных проконечных 
групп („двойственность Понтрягина“). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Пусть п — целое число; предполо- 
жим, что 

(а) cd (G) < п 

(6) для каждого АЕ группа H” (G, А) конечна. 
Тогда функтор H” (G, A представляется в Gh neko- 
торым объектом I EGG. 


[Другими словами, существует объект / EZG, такой, 
что функторы Ношс (А, Г) и IO, А)* изоморфны; MO- 


дуль А пробегает категорию Gi. 

Положим 5(А)=Н"(@, А) и Т(А=Н"(0, А). 
Предположение (а) показывает, что $ является ковариантным 
и точным справа функтором из 74A в (АБ). Из предполо- 
жения (6) следует, что его значения принадлежат подкате- 


гории (АЪ”) категории (АБ), образованной конечными 
группами. Так как функтор * точен, то из этого следует, 


‘что T — контравариантный и точный слева функтор из gé 
‚ в (АБ). Предложение 17 вытекает в таком oo ue из сле- 
дующей леммы: 

ЛЕммА 6, Пусть 6 — нётерова Gie mesi категория ') 
и T: 6°-—> (АБ) — контравариантный и точный справа 
функтор из C e (АБ). Тогда T представляется Heko- 


торым объектом I 8 lim. 
— 
Этот результат содержится в докладе Гротендика на 


семинаре Бурбаки (доклад 195, стр. 195-06), а также 
в диссертации Габриэля (гл. H, п. 4)2). Мы напомним 
принцип доказательства Гротендика. 


Г) Категория ® называется нётеровой, если для любого 
объекта из ® выполняется условие обрыва возрастающих HENO- 
чек подобъектов. — lI pum. перев. 

2) См. Габриэль [1]. — MH pum. перев. 


3* 
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Пару (А, x), ACZ, xET(A), назовем минимальной, 
если х не принадлежит никакому Т(В), где В — фактор- 
объект объекта А, отличный от самого А (если В есть 
факторобъект объекта А, то Т (В) отождествляется с под- 
группой в группе Т(А)). Пусть (А’, x’) и (А, х)—мини- 
мальные пары. Будем говорить, что пара (А”, х’) больше, чем 
пара (А, x), если существует морфизм и: А—> А’, такой, 
что Т(и)(х’) =х (в этом случае проверяется, что и един- 
‘ствен). Множество минимальных пар является, таким обра-. 


зом, упорядоченным и фильтрующимся. Положим / = lim А, 
—> 
предел берется по этому отношению порядка. Положим 


Т(() =НшТ (4); элементы х определят некоторый KaHO- 


нический элемент [Е Т(Г). Пусть f: А >! — произвольный 
морфизм. Ставя в соответствие морфизму f элемент T (1) (1) 
в T(A), получаем гомоморфизм группы Нощ(А, D 
в группу Т(А). Без труда проверяется (здесь надо BOC- 
пользоваться предположением нётеровости), что построен- 
ный гомоморфизм является изоморфизмом.. 


‚Замечания. 1. В нашем случае T (Г) — просто двой- 
ственная (компактная) группа к периодической группе 
H” (G, Г) и канонический элемент ЁЕТГ(/) — некоторый 


гомоморфизм 
i: H” (G, )—>QJZ. 


Отображение Нотс (А, /)—> H” (G, А) получается cono- 
ставлением каждому ГЕ Нощсо (А, Г) гомоморфизма 


H” (G, А) >H” (G Dj > QIZ. 


2. Модуль I называется дуализирующим модулем для 
группы С (в размерности п). Он определен с точностью 
до изоморфизма; вернее, однозначно с точностью до изо- 
морфизма определена пара С: 0 

3. Если ограничиваться только р-примарными С-моду- 
лями, то достаточно одного условия cd С < п. 

4. Переходя к пределу, используя, предложение 17, 
получаем, что если АЕ, то группа H”(G, А) двой- 
ственна компактной группе Номщд (А, Г) с топологией npo- 


~ 


стой сходимости. Если положить A= Hom (А, /) и pac- 
смотреть А как С-модуль, где действие группы G задается 
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формулой (g f) (a)=8g f (21а), то получим, что Home (А, D= 
=— H? (G, А), и предложение 17 выражает тогда’ просто 


двойственность между группами H”(G, А) и H?°(G, А), 
первая из которых дискретна, а вторая компактна. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. Пусть I — дуализирующий модуль 
для группы Ц, тогда он является также дуализирую- 
щим модулем для любой открытой подгруппы H u3 G. 


Если АЕ, то ME (AEZ и Н"(0, МЕ(А)) = 
= H” (H, А). Отсюда получаем, что группа Н”(Н, А) 
двойственна группе Нотс (ма (A), I). Но легко видеть, 
что последняя группа функториально отождествляется 
с группой Нот, (А, /). Это означает, что / является дуали- 
зирующим - модулем для H. 


Замечание. Каноническое вложение Ноша (А, Г) 
в Hom (А, /) определяет двойственный сюръективный ro- 
моморфизм Н"”(Н, A)—> H” (G, А), который совпадает 
с гомоморфизмом коограничения. Это видно из интерпре- 
тации коограничения, указанной в п. 2.5. 


Следствие. Пусть АЕ 4. Тогда группа А=Ном (А, Г) 
является индуктивным пределом групп, двойственных 
к группам Н"(Н, А), где H пробегает множество всех 
открытых подгрупп группы G (а отображения двой- 
ственны к коограничениям). 

Этот результат получается по двойственности из оче- 
видной формулы 


А = Шт Нош р (А, /). 
ед: 


Замечание. Можно уточнить предыдущий результат, 
показав, что действие группы С на А получается из есте- 
ственных действий факторгрупп G/H на H” (H, А) с no- 
мощью предельного перехода по всем открытым нормаль- 
ным делителям H в G. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Предположим, что вп > 1. Для того 
чтобы выполнялось равенство scd, ув + 1; необ xo- 
димо и достаточно, чтобы существовала такая откры- 
тая подгруппа H группы G, что группа [Н содержит 
подгруппу, изоморфную Q| Zp — 
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Утверждение „IH ‚содержит подгруппу, изоморфную 
Q,/Z,“ эквивалентно тому, что Homy(Q,/Zp Г) #0 или 
также тому, что H” (H, Q,/Z,) == 0. Но группа H’ (H, Q,/Z,) 
является р-примарной компонентой группы Н”(Н, 9/7), 


которая изоморфна группе Н”"' (H, Z) (следует использо- 
вать обычную точную последовательность 


0—71—0—09/7—>0 


и предположение, что n > 1). Предложение получается 
теперь из следствия 4 предложения 14. 


Примеры. (1) Возьмем G = u n = 1. Пусть A EGG. 
Обозначим через o автоморфизм группы А, определяемый 
канонической образующей группы С. Легко проверить 
(см. [СГ], стр. 197), что Н!((, А) отождествляется 
с Ас =А|(6—1)А'). Отсюда получаем, что дуализирую- 
щим модулем для группы G является модуль Q/Z с Tpu- 
виальным действием С. В частности, это доставляет новое 
доказательство того, что $с4,(@)==2 для любого р. 


(2) Пусть ©, — алгебраическое замыкание поля /-ади- 


ческих чисел Q, и С — группа Галуа поля Q, над Q,. 
Тогда cd (()=2 и соответствующий дуализирующий модуль 
есть группа u всех корней из единицы (Тейт). Предыду- 
mee предложение вновь доказывает, что $с4,(9)==2 для 
любого р. | 


$ 4. КОГОМОЛОГИИ ПРО-р-ГРУПП 
4.1. Простые модули 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. Пусть G — про-р-группа. Всякий 
простой дискретный Ц-модуль, аннулируемый умноже- 
нием на р, изоморфен Р|]рЁ (с тривиальным дей- 
ствием Q). 


1) Изоморфизм H! (Z, А) > А/(в—1) А получается сопоста- 
влением каждому одномерному коциклу $: 7 -> А класса ф (1) 
в А/(0 — 1) А. Вспомнив определение H! для циклической группы 
и переходя к пределу, так же как и в примечании, мы устана- 
вливаем требуемый изоморфизм. При этом существенно исполь- 
зуется предположение, что 7-модуль А является периодиче- 
ским. — I pum. перев. 
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Пусть А — такой модуль. Очевидно, что он конечен 
и его можно рассматривать как @/И-модуль для некото- 
poro подходящего открытого нормального делителя U. 
Можно также свести все к случаю, когда @ является 
р-группой (конечной), который хорошо известен (см., на-. 
пример, [CL], стр. 146)'). 


Следствие. Всякий р-примарный конечный дискрет- 
ный С-модуль обладает композиционным рядом, после- 
довательные факторы которого изоморфны 7.|рё. 

Доказательство очевидно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 21. Пусть G является про-р-группой 
и п — целое число. Для того чтобы са (G) < п, необ- 


ходимо и достаточно, чтобы Н”*' (G, 2/р7)=0. 
Это вытекает из предложений 11 и 20. 


Следствие. /Гредположим, что размерность cd (G) 
равна п. Пусть А — конечный дискретный СЦ-модуль, 
который р-примарен и отличен от нуля. Тогда 
Н”" (С, А) = 0. 


Действительно, как показывает следствие предложе- 
ния 20, существует сюрьективный гомоморфизм А —> Z pZ. 
Поскольку с4(@)< п, то соответствующий гомоморфизм 


H” (G, A)—> H” (G, ZjpZ) 


также является сюръективным. Но предложение 21 пока- 
зывает, что H” (С, Z/pZ) == 0, откуда и следует утверж- 
дение. 


1) Если С является р-группой и А — конечный С-модуль, 
аннулируемый умножением на р, то А содержит в качестве NON- 
модуля модуль 7/р7. с тривиальным действием G. Это устанав- 
ливается с помощью рассуждения, уже приведенного в приме- 
чании на стр. 28. Пусть a É А — ненулевой элемент. Рассмотрим 
подмодуль А’< А, порожденный элементами S-a, SEG. Так 
как число элементов А’ делится на р и существует по крайней 
мере один С-инвириантный элемент OE А”, то должен существо- 
вать и отличный от нуля @-инвариантный элемент а’ Е А’ (по- 
скольку число элементов каждой С-орбиты или равно l, или 
делится на р). Подмодуль, порожденный а’, изоморфен Z/pZ. 
Таким образом, если модуль А прост, то он имеет вид Z/pZ. — 
Прим. перев. 
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Следующее предложение является уточнением предло- 
жения 15: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 22. Пусть G — проконечная группа u 
H — замкнутый нормальный делитель в G. Предполо- 
жим, что п=са,(Н) и т==са,((]Н) конечны. Тогда 
равенство 
cd, (@) =пв--т. 
достигается в каждом из следующих двух случаев: 

(i) H является про-р-группой, и группа Н"(Н, ZIpZ) 
конечна; 

(1) Н содержится в центре группы G. 

Пусть (@/Н)’ — силовская р-подгруппа в группе G/H 
и С’— ее полный прообраз в G. Тогда с4,(@”) < cd, (G) < 
<п-т и са, (0'|Н) = т. Достаточно, следовательно, 
доказать, что Cd; (G) =п-- т, иначе говоря, можно CYH- 
тать, что G/H — про-р-группа. С другой стороны (см. 
H: 83), 

НТ, рН AALI pE y: 


В случае (i) группа H”(H, Z/pZ) конечна и отлична от 
нуля (предложение 21). Отсюда следует, что группа 
Н" (GJH, H” (H, 71!р7.)) отлична от нуля (следствие пред- 
ложения 21), откуда Н"*" (G, Z/pZ)#0 и са, (@) =п- т. 
В случае (1) группа Н абелева, следовательно, она равна 
прямому произведению своих силовских подгрупп Н,. Из 
предложения 21 следует, что H” (Hp, 2[р2.) == 0. С apy- 
гой стороны, действие факторгруппы GJH на H” (H, ZjpZ) 
тривиально. В самом деле, в случае произвольной группы 
H” (H, А) это действие возникает из действия G на H 
(внутренними автоморфизмами) и действия G на А (см. [CL], 
стр. 124). В рассматриваемом случае оба эти действия 
_тривиальны. Таким образом, @/Н-модуль Н"”(Н, ZIpZ) 
изоморфен некоторой прямой сумме (1/р7), где мно- 
жество индексов / непусто. Следовательно, имеют место 
соотношения _ 


`Н"" (G, 7/р7) = H” (G/H, 71р7)° + 0, 
что завершает доказательство. 


Упражнение. Предположим, что G является npo- 
р-группой и что для каждого i группа H’ (G, Z/|pZ) имеет 
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конечную размерность п, над Z/pZ и п, ==0 для всех 
достаточно больших чисел i (т. e. са (@) < + со). Поло- 
жим E(G)= № (—П\'’п; и будем называть характери- 
стикой Эйлера — Пуанкаре группы Ц. | 

(а) oyn А — дискретный С@-модуль конечного по- 
рядка р“. Показать, что тогда группы H (G, А) конечны. 
Обозначив через р” (^) их порядки, положим 


A= У (— 1 п, (4). 


Показать, что % (А) = aE (G). 
(6) Пусть H — открытая подгруппа в G. Показать, что 
H обладает теми же свойствами, что и G, и имеет место 


равенство 
E (H)=(G : H) E (G). 


(в) Пусть X/N = G — расширение группы @ с помощью 
про-р-группы N, для которой выполнены те же условия, 
что и для G. Показать, что эти условия выполнены также 
и для Х и имеет место равенство 


E(X) = E (G) - E(N). 


(г) Пусть G; — про-р-группа. Предположим, что Cy- 
ществует открытая подгруппа G в G, для которой Bhl- 
полнены указанные выше условия. Положим 


EtG) = Е (GG: 0). 
Показать, что это число (не обязательно конечное) не за- 
висит от выбора группы С(,. Обобщить пункты (6) и (в). 
4.2. Интерпретация H’: образующие 

Пусть G является про-р-группой. До конца этого na- 

| par paoa мы полагаем 

Н' (6) = Н' (С, 71р7.. 
В частности, через H?! (G) обозначается группа H! (G, Z/pZ)= 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 23. Пусть f: Ч —> G, — морфизм npo- 
р-групп. Для того чтобы f был ОБЩИНЫ, необ xo- 
димо и достаточно, чтобы гомоморфизм H! (f): H! (65) 
—> H (G) был инзективным. 
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Необходимость очевидна. Обратно, предположим, что 
f(G) == (5. Тогда существует конечная факторгруппа P, 
‘группы @., такая, что образ группы f (G) в Р., KOTO- 
рый мы обозначим через Р., будет отличен от Р.. Из- 
вестно (см., например, Холл [1], гл. 12), что-в этом слу- 
чае существует нормальный делитель индекса р в P3, KO- 
торый содержит Р.. Другими словами, существует нену- 
` левой гомоморфизм n: P,—> Z/pZ, отображающий группу 
P, в 0. Рассматривая л как элемент из Н! (0.5), получаем, 
что nE Ker H! (f). Предложение доказано. 


Замечание. Пусть G является про-р-группой. Обо- 
значим через С* подгруппу в @, являющуюся пересечением 
ядер всех гомоморфизмов n: G —>Z/pZ. Легко видеть, что 
G*— G? : (G, G), где (Ц, G) обозначает, как обычно, 
коммутант группы G. Группы G/G* и H!(G) двойственны 
друг другу (первая компактна, вторая дискретна). Ipex- 
ложение 23 можно тогда переформулировать следующим 
образом. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 23’. Для того чтобы морфизм G, —> G, 
был сюръективен, необ ходимо и достаточно, итобы i 
дуцированный им морфизм G il Gr 0/0 был также 
сюръективен. 


Группа С* играет, таким образом, роль „радикала“, и 
предыдущее предложение является аналогом известной 
в коммутативной алгебре „леммы Накаямы“. 


Пример. Пусть G — свобдная группа Р (Г), опре- 
деленная в п. 1.5, тогда предложение 65 показывает, 
что группа Н!(@) отождествляется с прямой суммой 


ИР, а значит, группа ЕС: прямым произведением - 
р 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 24. Пусть G — про-р-группа u [-— ne- 
которое множество. Пусть 0: Н'(0)—> (Z| pZ)“ ETE 
который гомоморфизм. Тогда 


(а) существует морфизм }:Е (Г) (Ц, такой, что 
0 = A! (f); 


(6) если 0 инбективен, mo f ciopoekmusen; 
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(в) если O биективен и cd(G) <1, то f — изомор- 
физм. | | 

По двойственности гомоморфизм 6 определяет HeKo- 
торый морфизм компактных групп 0’: (1/р2)! —> G/G* и 
с помощью композиции морфизм F (/)-> В/0*. Так как 
Е (Г) обладает свойством поднятия (см. п. 3.4), то Cy- 
ществует, следовательно, морфизм f:F (1) > Ц, что дока- 
зывает, очевидно, пункт (а). 

Если же 0 инъективен, то предложение 23 показы- 
вает, что f сюръективен. Если, кроме того, са (@) < 1, 
то из предложения 16 следует существование морфизма 
2: @->Е(Г), такого, что fog= 1. Отсюда имеем 
Ae) -HAP = t Если 9 =Н'(]) биективен, то Н! (=) 
также биективен, следовательно, морфизм g сюръективен. 
Но так как Го g= l, то’это означает, что f M g являются 
изоморфизмами. Доказательство закончено. 


СлЕдствИЕ 1. Для того чтобы про-р-группа G была 
изоморфна факторгруппе свободной про-р-группы Е (D), 
необ ходимо и достаточно, чтобы мощность базиса 
группы H! (G) была не больше чем Сага (Г). 


Действительно, если это условие выполнено, то можно 
вложить группу Н!(@) в группу (7/р7)0 и применить 
пункт (6). т, 

В частности, всякая про-р-группа есть фактор- 
группа свободной про-р-группы. 


СлЕдствиЕ 2. Для того чтобы про-р-группа была 
свободной, необходимо и достаточно, чтобы она имела 
когомологическую размерность, не превосходящую 1. 


Необходимость известна. Обратно, пусть са(@) < 1. 
Выберем некоторый базис (Dier в H!(G) и построим изо- 
морфизм 

0: В (G) — (ZI pz”. 


Тогда, как показывает предложение 24, группа С изо- 
морфна группе Р (/). 

Укажем два частных случая предыдущего предложе- 
НИЯ. 

СлЕедствиЕ 3. Всякая замкнутая подгруппа свободной 
про-р-группы свободна. 
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Доказательство очевидно. 


Следствие 4. /1ро-р-группы F (I), определенные в 
n. 1.5, свободны. 


В самом деле, эти группы удовлетворяют- свойству 
поднятия предложения 16. Следовательно, они имеют ко- 
гомологическую размерность, не превосходящую 1. 

В частном случае, когда множество / конечно, след- 
ствие | можно уточнить. Пусть #\,..., Zn — элементы 
из G. Мы говорим, что g; порождают (топологически) 
группу С, если порожденная ими (в алгебраическом смысле). 
подгруппа всюду плотна в G. Это равносильно утвержде- 
нию, что каждый фактор G/U, где U — открытая NMOL- 
группа, порождается образами элементов #’. 


_ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 25. Пусть #\,..., Ep — элементы He- 
которой про-р-группы G. Гогда эквивалентны следую- 
щие условия: | 

(а) элементы #.,..., Zp, порождают группу С, 

(6) гомоморфизм g: Е (п) >> Ц, определенный элемен- 
том g, (см. предложение 5), сюрзективен, 

(в) образы элементов g, порождают группу Gio”, 

(r) ecakuŭ гомоморфизм nE H(G), аннулирующий 
все Bı, равен нулю. 

Эквивалентность (а) < (6) видна непосредственно (или 
‚ следует из предложения 24). Эквивалентность (6) < (в) 
следует из предложения 23’, и (в) > (г) получаем, исполь- 
зуя двойственность между группами Н!(@) и Ц /Д*. 


Следствие. Минимальное число oô разующих группы G 
равно размерности H' (G). 


Доказательство очевидно. 
Определенное таким образом число будем называть 
рангом группы G, 


Упражнения. 1) Показать, что если множество / 
бесконечно, то Ё,(/) изоморфна F (27). 

2) Для того чтобы про-р-группа G была метризуемой, 
необходимо и достаточно, чтобы Н' (0) было счетным. 

3) Пусть G является про-р-группой. Положим G, = Q 
и определим по индукции группы Q, посредством pop- 
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мулы Ч, =(С@,„_1)*. Показать, что G, образуют убываю- 
щую последовательность замкнутых нормальных делите- 
лей в группе G, пересечение которых равно {1}. Hoka- 
зать, что подгруппы G, открыты тогда и только тогда, 
когда ранг группы @ конечен. 

4) Обозначим через п (С) ранг про-р-группы G. 

(а) Пусть Р — свободная про-р-группа конечного ранга 
и U — открытая подгруппа F. Показать, что U также 
является свободной про-р-группой конечного ранга и имеет 
место равенство 


n(U)—1=(F: U). (n(F)— 1). 


[Использовать упражнение B п. 4.1, предварительно 34- 
метив, что Е (Р)=1 — п(Р).] 

(6) Пусть G является про-р-группой конечного ранга. 
Показать, что если подгруппа U открыта в Q, то она 
также имеет конечный ранг. Доказать неравенство. — 

п(И) —1< (4:0) (в (@) — 1). 


a 


[Представить G как факторгруппу свободной mpo- 
р-группы F того же ранга и применить пункт: (а) к MOJ- < 
ному прообразу U’ группы U в F.] 

Показать, что если в этой формуле равенство дости- 
гается для всех открытых подгрупп U, то группа G сво- 
бодна. [Способ тот же, что и выше. Сравнить фильтра- 
ции (F,) и (G,), определенные в упражнении 3; показать 
с помощью индукции по 4, что проекция F —> G определяет 
при факторизации изоморфизмы F/F, —> G/G,. Вывести OT- 
сюда, что она сама является изоморфизмом.] 


4.3. Интерпретация Н?: соотношения 


Пусть F — про-р-группа и А — замкнутый нормаль- 
ный делитель в F. Пусть г.,..., Г. ЕЮ. Мы говорим, 
что элементы г, порождают R (как нормальный дели- 
тель в F), если все элементы, сопряженные с Fj, поро- 
ждают (в алгебраическом смысле) подгруппу, всюду плот- 
ную в R. Это равносильно утверждению, что R является 
наименьшим замкнутым нормальным делителем в F, содер- 
жащим все F}. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 26. Для того чтобы `элементы г; no- 
рождали R (как нормальный делитель в F), необ ходимо 


46 Гл. I. Когомологии проконечных групп 


5 F 
и достаточно, чтобы всякий элемент nE H' (R) $h анну- 
лирующий все ri, был равен нулю. 


[Имеет место равенство Н!(Ю) = Hom (Ю!А*, ZIpT), 
и факторгруппа F/R действует на R/R" внутренними ав- 
томорфизмами. Следовательно, она действует также и на 
H? (В) — частный случай результатов п. 2.6.] 

Предположим, что все элементы 27,571, сопряжен- 
ные с г,, порождают всюду плотную подгруппу в К, 


а л— такой элемент группы Н"(В)”К, что л (г;) =0 для 
всех į. Поскольку л инвариантен относительно дей- 
crena F/R, то л(7х2`—" = n(x) для всех ЕР и xER. 
Отсюда следует, что л аннулирует также gr;g7! и, зна- 
чит, все А, откуда л==0. 

Обратно, предположим, что это условие выполнено, и 
пусть KR’ — наименьший замкнутый нормальный делитель 
в F, содержащий все г;. Вложение Ю’—>Ю определяет 
гомоморфизм f: H!(R)—> H! (R), ограничение которого 
дает гомоморфизм f: H! (RY —> H! (RY. Если лЕКег Г, 
TO л аннулирует R’ и, следовательно, все г;; в этом случае 
л=—0 по предположению. Отсюда следует, что Kerf 
не содержит ни одного ненулевого элемента, инвариант- 
ного относительно действия Р. Следствие предложения 20 
показывает тогда, что Ker f =0. В таком случае из пред- 
ложения 23 следует, что гомоморфизм Ю’-> А сюръек- 
тивен, откуда А’ == R, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ. Для того чтобы подгруппа Ю могла быть 
порождена п элементами (как нормальный делитель 
в Р), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
неравенство 


dim H! (RE <n. 


Необходимость очевидна. Обратно, если dim HUR) Ки, 


то двойственность между группами Н!(Ю) и Ю/А* показы- 
вает, что существует набор из п элементов г, ЕЮ, для 
которых из равенств (г;, Л) =0 для всех { следует, что 
n= 0. Откуда получается искомый результат. 


Замечание. Размерность группы H! (RIS будем 
называть рангом нормального делителя R. 
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Применим предыдущее, как и раньше, к случаю, когда 
Е = (п)—свободная про-р-группа, и положим G = F/R 
(группа G задается, следовательно, „образующими и соот- 
ношениями“). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 27. Следующие два условия эквивалентны: 


(а) Подгруппа Ю имеет конечный рачг г (как нор- 
мальный делитель в F(n)). 

(6) Группа Н?(@) имеет конечную размерность ha. 
Если эти условия выполнены, то имеет место соотно- 
шение | 

- r =n — h, + h, 


где h, обозначает ранг группы G (размерность Н!(0)). 
 Применим точную последовательность из M. 2.6 и mpu- 
мем во внимание, что Н?(Ё (п) ) =0. Получаем 


0—>Н!(@)-> H! (F (в) ) —> H' (R)? È> H? (G) => 0. 


Из этой последовательности вытекает, что H! (R)C и H? (G) 
одновременно конечны или бесконечны, откуда следует 
первая часть предложения. Вторая часть также полу- 
чается из этой точной последовательности (составить аль- 
тернированную сумму размерностей). 

Следствие. T ycmo G — такая про-р-группа, что H! (G) 
и Н?(() конечны. Пусть х,..., Xp — минимальная 
система образующих группы G. Тогда число соотно- 
шений г между образующими x; равно размерности 
H? (G). 

[Элементы X; определяют Зо E морфизм 
Е (п) >С с ядром R. „Число соотношений между x“ 
есть по определению ранг подгруппы R (как нормального 
делителя в F (п)).] 

Действительно, условие „система X; является минималь- 
ной системой образующих“ эквивалентно утверждению, что 
п = dim H! (G); см. следствие предложения 25. В таком 
случае предыдущее peo wene дает, что f= h, След- 
ствие доказано. 


Замечание. Доказательство предложения 27 суще- 
ственно использует факт существования гомоморфиз- 
ма ò: Н'(Ю)Я —> Н?((), определяемого из спектральной 
последовательности—гомоморфизма „трансгрессии“. Можно 
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дать, однако, более. элементарное его определение (см. 
Хохшильд — Серр [1]). 


Будем исходить из расширения 
1 R/R* — F|R* > —> 1 


c абелевым ядром R/R*. Пусть л: R/R*—Z/pZ — произ- 
_ вольный элемент из H! (Ю)9; он пресЭразует это расшире-. 
ние в некоторое расширение Ep группы G с помощью Z/pZ. 
Класс расширения Ep в H? (G) равен тогда —ò (x). В част- 
ности, в предположениях предыдущего следствия, мы по- 
лучаем прямое определение изоморфизма ò: Н!(Ю)9—>Н“((). 


4.4. Теорема Шафаревича 


Пусть С — конечная р-группа, п(@) — минимальное 
число образующих группы С и r (QG) — минимальное число 
соотношений между этими образующими (в соответствую- 
щей свободной про-р-группе). Было показано, что n (@) = 
== Яна гта с 

[Можно было бы также ввести минимальное число R (G) 
соотношений, определяющих G как дискретную группу. 
Очевидно, А (0) > г(@), но я не вижу никаких доводов 
в пользу того, что всегда выполняется равенство.] 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 28. Для всякой конечной р-группы G 
имеет место неравенство г(@)`> п(@). Кроме того, 
разность г(@) — n(G) равна рангу группы НЗ(С, Z). 


Точная последовательность 0 — Z —> Z —> Z/ pZ — 0 nopo- 
ждает точную последовательность когомологий 


0>H! (@)->Н?(@, Z) _2> Н?(0, 2)>Н?(6)->НЗ (G, 2), >0, 


где H(G, Z), обозначает подгруппу группы Н?З((, Z), 
порожденную элементами, аннулируемыми умножением на р. 
Так как группа С конечна, то. все эти группы также 
конечны. Взяв альтернированное произведение их порядков, 
получаем 1. Это дает равенство 


г (G) — n (G) =t, 


где { = dim H(G, Z), Ясно, что Е является также числом 


циклических слагаемых в группе H(G, Z), т. e. рангом 
этой группы, откуда следует доказательство предложения. 
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Полученный выше результат приводит к постановке 
следующего вопроса: может ли быть малой разность 
г (4) —п(()? Например, возможно ли, что г (@) — п(@)=0 
для достаточно больших значений п (@)? [Во всех извест- 
ных примерах n(G)= 0, 1, 2 или 3, см. упражнение 2.] 
Была высказана более общая 


ГипотЕЗА (Шафаревич, Стокгольм, 1962). Раз- 
ность r (G)— n (G) стремится к бесконечности с ростом 
п (G). 

[Другими словами, для каждого целого k существует 
целое число N, такое, что как только п(@) > N, то 
г (6) — n(G)>k.] 

Голод и Шафаревич ([1]) доказали следующий ре- 
зультат, из которого эта гипотеза вытекает: 

Для любой конечной р-группы G 


1 
г (G) > 1 (0 (G) — 1). 
Отсюда следует 


ТЕОРЕМА (Шафаревич). Классическая проблема 
‚башни полей классов“. имеет отрицательное решение 
(т. e. существуют бесконечные` „башчи“). 


ii \ 
Доказательство основано на следующем результате: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 29. /Густь K|k — неразветвленное pac- 
ширение Галуа числового поля k, группа Галуа которого 
является конечной р-группой. Предположим, что поле К 
не имеет никакого циклического неразветвленного расши- 
рения степени р. Обозначим через г, (соответственно го) 
число вещественных (соответственно комплексно сопря- 
женных) вложений поля Е в его алгеб раическое замыка- 


ние k. Тогда справедливо неравенство 
г (4) —п(@) < и -г.. 


ДоказАтТЕЛЬСТВО (см. Ивасава [3]). Положим 


Гк — группа иделей поля К, 

Ск=/к/К" — группа классов иделей поля K, 

Ик — подгруппа группы /к, состоящая из элементов 
вида (х,), где X, — единицы поля Ky, для всех 
неархимедовых нормирований Y, 


4 Зак. 1202 
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Eg =К*П Ок — группа единиц поля К, 

Е, — группа единиц поля А, 

Ок =1к/к:К* — группа классов идеалов поля К. 
Имеем точные последовательности 


0—Ик/Ек—>Ск >С -0, 
0—> Eg > Ик—>Ик/Ек->0. 


Согласно теории полей классов, тот факт, что К не имеет 
неразветвленных циклических расширений степени р, 
означает, что порядок группы Clg взаимно прост с р. 


Следовательно, группы когомологий H’ (С, Clg) тривиальны. 
То же самое верно и для групп когомологий H’ (С, Ок); 


это следует из неразветвленности расширения А/А. Таким 
образом, точная последовательность когомологий дает 
изоморфизмы 


На. CaA Е, 


_С другой стороны, из теории полей классов известно, что 
> | =а—2 

группа Н“(С,'Ск) изоморфна группе НУ”“((, Z). Bepa 

композицию этих изоморфизмов и полагая q = — 1, полу- 

чаем, что 


Â? (G, 72) = A’ (G, Ep) = E/N (Ep). 


Ho rpynna HEXIG: 7) лвойственна группе H?(G, Z) (см. 
[M], стр. 305), следовательно, эти группы имеют одина- 
ковый ранг. Применяя предложение 28, находим, что’ раз- 
ность r (G)— n(G) равна рангу группы Е»/М№ (Eg). Далее 
по теореме Дирихле группа Е, порождается г, -+ г. эле- 
ментами. Следовательно, ранг группы Е,/М (Ep) не npe- 
восходит Г, fo, что доказывает. предложение. (Если 
поле k не содержит корней р-й степени из единицы, то 
разность г(@) — п(@) можно ограничить даже числом 
rit Го — 1.) 

Возвратимся теперь к теореме. Пусть А — поле anre- 
браических чисел (чисто мнимое, если p= 2) и ^(р) — 
максимальное неразветвленное р-расширение Галуа поля ^. 
Его группа Галуа G, является, следовательно, про-р- 
группой. Нам надо доказать (используя теорему Голода — 
Шафаревича), что существует такое поле k, для которого 
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Ю(р) является бесконечным расширением. Предположим, 
что расширение А(р)/Е конечно. Применяя тогда к нему 
предыдущее предложение, получаем неравенство | 


г (G) — п (Ч) < м + г. <: 9]. 

Но теория полей классов позволяет вычислить п (@ь). Это 
число совпадает с рангом р-примарной компоненты 
группы Clp. Можно построить поля А ограниченной сте- 
пени, для которых и(@,) > оо. Отсюда получаем проти- 
воречие с теоремой Голода — Шафаревича, что и требо- 
валось доказать. Я 

Пример. Возьмем р=2. Пусть р.,..., ры — по- 
парно различные простые числа, сравнимые с 1 по mod 4. 
Пусть k=Q(V— Pi pyn). Поле k является чисто 
мнимым квадратичным расширением Q. Следовательно, 
для него г; =0, г, =1. С другой стороны, легко видеть, 


что его квадратичные расширения, порожденные У Pi» 
1 <i <N, все неразветвлены и независимы. Следовательно, 
п (@,) > Ми г(Чь) — п (9) < 1. 

Поэтому для получения бесконечной „башни“ достаточно 


положить k = 9 (УЗ 


Упражнения. 1) Доказать неравенство г (@)> п (G) 
предложения 28, переходя к факторгруппе по коммутанту. 


2) Пусть п —целое число. Рассмотрим системы c(i, j, k) 
целых ‘чисел с Å, j, А из интервала [1, n], альтерниро- 
ванные по (i, j). 

(а) Показать, что для всякого п>3 существует 
по крайней мере одна такая система, обладающая следую- 
щим свойством: 

(+) Если элементы Xj, -e.s Xp некоторой алгебры Ли g 
характеристики р удовлетворяют соотношениям 


Ва x= с, 7, Юх», 


то Хх: = 0 для всех $. 
(6) Каждой системе с (1, j, k) сопоставим про-р-группу 
определенную п образующими X; и ‘соотношениями 


(Xp x)= П хх (ih k), i Aa 


rae (x, у) = хух` у". 


G 


C? 


4* ! 
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Показать, что dim H! (G) = п и dim H? (G,) = 

(в) Предположим, что p2. Показать, что если 
система c(i, j, К) удовлетворяет условию (+) упражне- 
‘ния (а), то соответствующая группа конечна. 

[Построить фильтрацию группы G, полагая G, = 0, 
Gn = Gh (G, Ga). Соответствующий градуированный 
‚объект gr (G) является алгеброй Ли над кольцом Z/pZ [д], 
где deg m= 1. Показать, что в алгебре эт(@) закон умно- 
жения имеет вид 


ДЕ (2 j, R) лх,. 


1 
Е 
нечность gr(G) и, следовательно, конечность, группы G.] 
(г) Что надо изменить в предыдущем, если р = 2? 
(x1) Показать, что про-р-группа, порожденная тремя 
образующими X, у, Z и тремя соотношениями 


Вывести отсюда, что эт (6) | ЕЙ, откуда вытекают ко- 


Е А аа 
конечна (см. Меннике [1]). 


4.5. Группы Пуанкаре 


Пусть n >. 1 — целое число и G — некоторая про-р- 
группа. Мы говорим, что G является группой Пуанкаре 
размерности п, если она удовлетворяет следующим усло- 
ВИЯМ: 

(i) группы H' (G) = H! (G, Z/pZ) конечны для всех i; 

(ii) dim H” (G) = l; 

(iii) v -npou3seðenue 


H! (0) X H" (O) —> H” (0) 


является билинейной невырожденной формой для любого 
> 0. se 
Эти условия можно выразить короче, сказав, что алгебра 
когомологий H*(G) конечномерна и удовлетворяет двой- 
ственности Пуанкаре. Отметим, что условие (11) влечет 


равенства Н’(@)=0 для всех {> п. Следовательно, . 
са (@) < п. 
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Примеры. (1) Группа Z, является единственной груп- 
пой Пуанкаре размерности 1 (с точностью до изоморфизма). 


(2) Если Ц — группа Пуанкаре размерности 2, то 
dim Н?(@)==1, т. e. G может быть определена одним 
соотношением (CM. п. 4.3); это соотношение, однако, не 
произвольно. Оно может быть задано в некотором кано- 
ническом виде (p= 2); см. доклад 252 на семинаре 
Бурбаки о работах Дёмушкина. | 

[Строение групп Дёмушкина в исключительном случае 
р==2 было изучено Дёмушкиным [2*] и Ж. Лабютом [1*]. } 

(3) Лазар показал, что всякая достаточно малая открытая 
подгруппа ‘компактной аналитической группы Х над Q, 
размерности п является группой Пуанкаре размерности п. 
Это дает большой запас таких групп (столько, и даже 
больше, сколько существует алгебр Ли размерности n 
над Q,). - 

Пусть @ — группа Пуанкаре размерности n. Тогда из 
условия (1) и из следствия предложения 20 вытекает, что 
группы H’ (G, А) будут конёчными для любого конечного 
@-модуля А. Так как, с другой стороны, са (@)==п, то 
для G определен дуализирующий модуль I (см. п. 3.5). 
Мы сейчас увидим, что он доставляет настоящую „двой- 
ственность Пуанкаре“. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 30. Пусть G является про-р-группой 
Пуанкаре размерности п и [—ее дуализирующий модуль. 
Тогда: 

(а) модуль I изоморфен Q,/Z, (как абелева группа), 


(6) канонический гомоморфизм i: H” (G, 0-9/7 
является usomoppusmom на группу Q,/Z, (отождест- 
вленную с подгруппой группы Q/Z), 

(в) для каждого модуля АЕ и каждого целого 
числа i о-произведение 


Н' (G, A) X H" (G, А)>Н"(0, )=Q,/Z, 


осуществляет двойственность между двумя конечными 
_ группами 


Н'((, А) и Н"\(0, А. 
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Здесь ZE обозначает категорию конечных р-примарных 


дискретных С-модулей и А=Нош(А, N для каждого 
С-модуля А, см. п. 3.5.] 


Доказательство проводится в несколько этапов. 


(1) Двойственность имеет место, когда модуль А 
аннулируется умножением на р. 7 
= В этом случае А является векторным Z/pZ-npocrTpal- 
ством. Двойственное к нему пространство мы будем обо- 
значать через А" (позднее будет установлено, что оно 
отождествляется с А). Для каждого целого i ‹»-произ- 
ведение - - 


НАХ H (6, ANS H (O= Zp 


определяет некоторую билинейную форму. Эта форма He- 
вырождена. Действительно, по самому определению группы 
Пуанкаре это верно в случае, когда A==Z/pZ. В силу 
следствия предложения 20 достаточно показать, что если 
доказываемое утверждение верно для членов В и С точной 
последовательности 0—> B— A—C—0, то оно верно 
также и для А. Но это следует из небольшой диаграммы 
стандартного типа. Точнее, определение выписанной выше 
билинейной формы эквивалентно заданию гомоморфизма 


а: H O АН" (0, AY 


и утверждение о ее невырожденности означает, что а, 
является изоморфизмом. С другой стороны, имеем точную 
последовательность 


0—С*-—> 4*-—> В*->0, 


откуда, переходя к когомологиям и дуализируя, получаем 
диаграмму | | 


22а, ОВ) >На. АН, С... 
п ар АЕ } 
sh ОСНО, RYA O AFH 6.0%, 

ге S En 


Простым подсчетом на коцепях проверяется, что 
квадраты этой диаграммы коммутативны с точностью 
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до знака [вернее, квадраты, отмеченные знаком --, KOM- 
мутативны, а квадрат со знаком — становится коммутатив- 


ным при умножении на kety ]. Поскольку вертикальные 
стрелки, исходящие из Н’(@, В) и H (G, С), обозначают 
отображения, являющиеся изоморфизмами, то таким же 
будет и отображение, обозначенное стрелкой, исходящей 


из H! (Ц, А), что доказывает наше утверждение. 

(2) Подгруппа l, в [, порожденная элементами, 
_аннулируемиыми умножением на р, изоморфна 2|рё. 

Возьмем в качестве А группу, аннулируемую умноже- 
нием на р. Тогда в силу доказанного выше результата 
группа Н”(@, А) функториально изоморфна группе 
Ноше (А, Z/pZ). С другой стороны, из определения дуа- 
лизирующего модуля следует, что эта группа изоморфна 
также группе Homo (А, [,). Единственность представляю- 
Iero объекта для данного функтора обеспечивает изомор- 
физм 7, = Z/pZ. 

(3) f уализирующий модуль I изоморфен (как абелева 
группа) либо Z/p"Z, либо 97, 

Это следует из соотношения Ly &zZj pZ и из элементар- 
ных свойств р-примарных периодических групп. 

(4) Всякая открытая подгруппа U группы G является 
группой Пуанкаре размерности п, и гомоморфизм 
Cor: H” (U)—> H” (G) является изоморфизмом. 

Пусть А = Ма (Z| pZ). Легко проверить, что модуль 
А* изоморфен модулю А, и Aakaas а установленная 
в (1), показывает, что группы H’ UN- w HEF SIER двойст- 
венны друг другу. В частности, dim H” (И) =1. Отсюда, 
поскольку гомоморфизм Cor: H” (И) —> H” (G) сюръективен 
(см. п. 3.3, лемма 4), следует, что он является изомор- 
физмом. Наконец, нетрудно показать, что двойственность, 
существующая между H’ (U) И y DARET EA является не чем 
иным, как двойственностью, определенной «>-произведе- 
нием. 

(5) Для любого АЕ gi положим Т' (А) = lim НСО, А), 


где U пробегает все открытые подгруппы в G (а гомо- 
‚морфизмы — соответствующие коограничения). Тогда 


Т‘(А)=0 для всех in u Т"(А) — точный функтор 
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относительно А (с0 значениями в категории проконеч- 
ных абелевых групп). 


Ясно, что Т’ составляют когомо“. ‚гический функтор 
(функтор Ho точен на категории проконечных групп). Для 


доказательства того, что Т'=0 при [= п, достаточно, 
следовательно, проверить это в случае, когда А = Z/pZ. 


Но тогда группы Н'(И) двойственны группам H" (U) 
и все сводится к доказательству того, что lim H’ (И) = 0 


для j == 0. Этот факт тривиален, если учесть, что предел 
берется по системе гомоморфизмов-ограничений (он верен 
для любой проконечной группы и для любого модуля). 
Точность функтора T” автоматически следует из равенства 
нулю всех Ti, 1-21. 

(6) Модуль [ (как абелева группа) изоморфен модулю 
0/2. 

Мы знаем, что группа Н”(И, А) двойственна группе 
Ношу (А, /). Переходя к пределу, получаем, что группа 
Т"(А)=иИшН”(И, А) двойственна группе lim Ношу (А, Г) = 

<— — 


= Hom (A, /). В силу утверждения (5) функтор Hom (А, /) 
точен; это означает, что группа / является Ё-делимой, 
и сопоставление с (3) показывает, что она изоморфна 
группе Q,/Zp | 

(7) Гомоморфизм H”(G, Г) > 9,7, является изо- 
морфизмом. 

Группа всех Й-эндоморфизмов группы / изоморфна 
группе Z, (действующей очевидным образом на /). Так как 
это действие коммутирует с действием С, то мы получаем, 
что Нощс (1, ) =, Но, с другой стороны, группа 
Номад (1, /) двойственна группе Ы” (С, /), см. п. 3.5. Имеем, 
следовательно, канонический изоморфизм H” (G, р->0,/2, 

и легко показать, что этот изоморфизм индуцирован гомо- 
морфизмом 4. 
(8) Окончание доказательства. 
Осталось доказать пункт (в), иначе говоря, двойствен- 


i -5 d 
ность между H'(G, A) u H” (G; А). Эта двойственность 
справедлива для A= Z/pZ по предположению. Исходя 


из этого, применим процесс „отвинчивания“ точно’ так же, 
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‘как это делалось в пункте (1). Достаточно только заметить, _ 
что если 0-> A> В->С->0 — точная последовательность 


в YÉ, то последовательность 0->С->В->А->0 будет 
также точной (это следует из того, что группа / делима) 
и можно тогда использовать диаграмму, аналогичную той, 
которая рассматривалась в утверждении (1). 


Следствие. Всякая открытая подгруппа группы 
Пуанкаре является также группой Пуанкаре той же 
размерности. 


Это было установлено в процессе доказательства пред- 
ложения. 


Замечания. 1. Тот факт, что группа / изоморфна 


~w 


группе Q,/Zp, означает, что А канонически изоморфен А 


(как О-модуль). Мы имеем, таким в превосходную 
двойственность. 


2. Обозначим через И, группу р-адических единиц 
(т. e. обратимых элементов из кольца Й,). Группа U, 


изоморфна группе автоморфизмов группы /. Поскольку GQ 
действует на [, то это действие задает некоторый кано- 
‚нический гомоморфизм 


k 0U 


Гомоморфизм % непрерывен и однозначно (с точностью 
до изоморфизма) определяет С-модуль l. Можно сказать, 
что он играет ту же роль, что и гомоморфизм ориентации 
л,—>{-1} в топологии. Отметим, что, поскольку @ является 
про-р-группой, гомоморфизм Хх принимает значения в NON- 


группе gS группы Up, состоящей из элементов, сравни- 
мых с 1 по модулю р. Гомоморфизм % относится к числу 
наиболее интересных инвариантов группы G; мы сейчас 
увидим, что он определяет, в частности, строгую кого- 


мологическую размерность группы С. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 31. Mycmo G — про-р-группа Пуанкаре 
размерности п и y: @—>И,— ассоциированный с ней 


гомоморфизм. Для того чтобы scd (G) была равна п 1, 
необ ходимо u достаточно, чтобы образ y, был конечен. 
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Утверждение о конечности Ппх равносильно следую- 
щему: существует такая открытая подгруппа U в G, что 
х (0) = {1}. Последнее условие означает, что группа /9 
содержит группу Q,/Z, (и в действительности совпадает 


с ней). В силу предложения 19 отсюда следует требуемое. 


Замечание. Структура группы y хорошо известна: 
при p= 2 эта группа изоморфна 7,„, а при р=2 — npo- 
изведению (ЕЖА, (см., например, [CL], стр. 220). 
Предложение 31 можно, следовательно, переформулировать 
в виде: при р == 2 равенство $с4 (G)= n + 1 эквивалентно 
утверждению, что гомоморфизм y% тривиален; при р=2 
оно эквивалентно тому, что % (G) равно 1 или {1}. 


Следующее предложение используется при изучении 
„групп Дёмушкина“. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 32. Пусть G — про-р-группа u n — це- 
лое число, большее или равное 1. Предположим, что 
группы Н'(С) конечны для всех [<п, @тН"(0) =1 
и х-произведение H‘ (G) >. H”? (0) — H” (G) невырождено 
для всех {< п. Если, кроме того, группа G бесконечна, 
то она является группой Пуанкаре размерности n. 


Достаточно, очевидно, доказать, что H” ** (@) =0. Для 
‘этого нужно установить прежде всего некоторые свойства 
двойственности. — $ 

(1) Двойственность для конечных Ц -модулей А, анну- 
лируемых умножением на р. 

Поступаем точно так же, как и в пункте (1) доказа- 
тельства предложения 30. При помощи «-произведения 
определяем гомоморфизмы 


ан", Хх ALTEN 


По предположению они являются изоморфизмами в случае, 
когда A= Z/pZ. С помощью метода ‚отвинчивания“ легко 
показывается, что ni гомоморфизмы являются изомор- 
физмами для всех |1 <1<п—1 и любого модуля А 
и что 0 сюръективен, а а, инъективен. [Различие с си- 


туацией предложения 30 пропадает, если группы Н”*! 


равны нулю. Они доставляют. неприятности в концах 
точных последовательностей.] 
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(2) Функтор H?(G, А) является костирающим'. 

Это общее свойство всех проконечных групп, порядок 
которых делится на р” 

Пусть А аннулируется умножением на р* (число К 
здесь уже не обязательно равно 1). Выберем открытую 
подгруппу U в С, тривиально действующую на А, а ми 


открытую подьрупйу У в U, индекс которой делится на р: 


Положим A = Мб (A) и рассмотрим сюръективный гомо- 
морфизм m: А’-—> А, определенный в п. 2. 5. При переходе 
к H? получаем 


Cor: H? (V, A)—> H? (G, А). 


Гомоморфизм Cor является здесь нулевым. Действительно, 
° он совпадает с гомоморфизмом взятия нормы №в/у, который 
в свою очередь равен (И: У) Мол. Следовательно, нуле- 
вым является и гомоморфизм Н°(@, А’) -> H? (G, А), а это 
доказывает тот факт, что функтор H? — костирающий. 

3) Двойственность в размерностях 0 и n. 

Речь идет о доказательстве того, что Og и а, биективны 
для всякого модуля А, аннулируемого умножением на р. 
Достаточно (благодаря транспонированию) проделать это 
для 0. Рассмотрим точную последовательность 


0->.В-С— 0. 


такую, что гомоморфизм H?(G, С) > H? (G, А) является 
нулевым. Имеем тогда следующую диаграмму: 


0 —> HNG; А) =H G В) ` > HQ; С) 


t | t 4 pos 
HAG- CYH A AH Na BISAO ON, 


Стрелки, относящиеся к Н'!, обозначают отображения, 
являющиеся изоморфизмами; значит, гомоморфизм Qg инъек- 
тивен, отсюда следует требуемое, поскольку мы уже` знаем, 
что @ всегда сюръективен. 

(4) Функтор H” точен справа. 


1) Понятие костирающего функтора является двойственным 
к понятию стирающего функтора, см. примечание на стр. 19.— 
Прим. перев. | | 
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Это выводится с помощью двойственности из того, что 
функтор H? является точным слева. 

(5) Окончание доказательства. 

Из предыдущих результатов следует, ‘что са (@) «п 
В самом деле, если хЕН"*' (G; А), то он индуцирует 0 
на некоторой открытой подгруппе И группы С и задает, 


следовательно, нуль в группе Н"*' (0, Мо(А)). Tom- 
зуясь точной последовательностью и тем фактом, что 
функтор H” точен справа, получаем, что х==0. Пред- 
ложение доказано. 


Упражнения. 1) Построить примеры конечных 
- р-групп, когомологии которых удовлетворяют двойствен- 
ности Пуанкаре до некоторой размерности. 


2) Пусть G — фундаментальная группа некоторой KOM- 
пактной поверхности S рода g. Предположим, что & > 1, 
если S ориентируема, и g > 2 в противном случае. Через б, 
обозначим р-пополнение группы С. Показать, что G, 
является группой Пуанкаре размерности 2 и что для каждого 
конечного р-примарного Ĝ -Mony 1a A гомоморфизм 


H'(Ĝ, A)—> H(G, А) 


является изоморфизмом. Показать, что строгая когомоло- 
гическая ‘размерность группы @, равна 3, и объяснить 


смысл инварианта X. 
3) Пусть G — про-р-группа, порожденная двумя обра- 
зующими X, у, связанными единственным соотношением 


xyx! =y, 467, 4==1тоа4р. 


Показать, что G является группой Пуанкаре размерности 2 
и ее инвариант Х задается формулами 


Хо L A UO=g: 
В каком случае строгая когомологическая размерность этой 
группы равна 3? Применить это к силовской р-подгруппе 
аффинной группы ах +b над Zp. 
4) Пусть G — некоторая про-р-группа Пуанкаре раз- 
мерности п и / — ее дуализирующий модуль. Положим 
J= Hom (@ „2, /). Тогда @-модуль J изоморфен Z, как - 
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компактная группа и С действует на нем посредством 
гомоморфизма %. 

(а) Пусть А — некоторый конечный р-примарный С@-мо- 
ayib. Положим Ag = А © J (тензорное произведение берется 
над ,). Показать, что модуль Ag канонически изоморфен 


модулю А”, двойственному к А. 

(6) Для каждого целого # > 0 рассмотрим проективный 
предел Н, (Ц, А) групп гомологий H, (G/U, А), где Ч—все- 
возможные открытые нормальные делители в С, тривиально 
действующие на А. Установить некоторый канонический 
изоморфизм 

Н‚ (в, A) = H”! (G, А). 

[Использовать существующую двойственность между 

Н, (СИ, А) и H’ (G/U, А*), см. [M], стр. 303—304.] 


$ 5. НЕАБЕЛЕВЫ КОГОМОЛОГИИ 


На всем протяжении этого параграфа G обозначает 
проконечную группу. 


5.1. Определение H° n H! 


Условимся называть Q-MHOJicecMBOM дискретное TONO- 
логическое пространство E, на котором непрерывно дей- 
ствует группа С; так же как и в случае С-модулей, это 
равносильно утверждению, что E == U EY, где U пробегает 
множество всех открытых подгрупп в G (через EY обо- 
значено подмножество элементов из E, инвариантных OTHO- 
сительно U). Для любых 5 ЕС и хЕЁЕ образ s(x) эле- 
мента х при действии $ будет обозначаться через °х [а не x$, 
дабы избежать ужасной формулы х(7 == (х')}']. Пусть Е 
и Е’ — два С-множества. Морфизмом Е в E’ будем назы- 
вать любое отображение f: Е —> Е’, коммутирующее с дей- 
ствием G; если желательно указать на группу Q, будем 
называть такое отображение „С-морфизмом“. С-множества 
образуют категорию. 

Всякую группу А в этой категории мы называем 
- Ц-группой. Иначе говоря, это некоторое @-множество, 
снабженное @-инвариантной ‘структурой группы (т. eœ. 
(ху) =°х”у). В случае когла А коммутативна, получается 
обычное понятие @-модуля, использовавшееся в преды- 
дущих параграфах. | 
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Пусть Е — некоторое @-множество и НЧ (а, Е) = ES 
(множество элементов из E, инвариантных относительно О). 
Если Е является С-группой, то Н9(@, Е) — группа. 

Пусть А — произвольная С-группа. Назовем одномер- 
ным коциклом со значениями в А непрерывное отобра- 
жение $—>а, группы С в А, удовлетворяющее условию 


а = ls ‘а, 2% [Е 0). 


Множество всех таких коциклов будем обозначать через 
71((, А). Два коцикла а и а’ называются когомоло- 
гичными, если существует” элемент 6ЕА, такой, что 


= а, b. Это некоторое отношение эквивалентности 
на множестве 71((, А). Фактормножество по этому OTHO- 
шению эквивалентности обозначим через Н\!(Ц, А). Оно 
называется одномерным множеством когомологий группы G 
с коэффициентами в А, и оно обладает отмеченным эле- 
ментом (называемым „нейтральным элементом“, хотя в общем 
случае на Н'(@, А) нет никакого закона композиции) — 
классом единичного коцикла, — который обозначается 
через 0 или 1 (безразлично). Немедленно проверяется, что 


H! (G, А) = lim H! (GJU, AV), 
—> 


где U пробегает множество всех открытых нормальных 
делителей в G. 

Множества когомологий H? (G, А) и H! (G, А) функто- 
риально зависят от группы А и в случае, когда она ком- 
мутативна, совпадают с группами когомологий в размер- 
ностях О и 1 соответственно. 


Замечания. l. Хотелось бы определить также 
Н?((, А), H?(G, А), .... Есть люди (Дедекер, например), 
утверждающие, что они знают хорошее определение 
Н?(С, А); автор долгое время был настроен скептически, 
но теперь начинает верить, что они правы. 


2. Неабелевы когомологии H! являются пунктирован- 
ными множествами; имеет смысл, следовательно, понятие 
точной последовательности (прообраз нейтрального эле- 
мента равен образу предыдущего отображения). Однако 
такая точная последовательность не дает никаких сведений 
об отношении эквивалентности, определяемом каким-то 
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из ее отображений. Мы устраним этот недостаток (0со- 
бенно ощутимый в [CL], стр. 131—134), введя понятие ` 
„скручивания“, которому будет посвящен п. 5.3. 


5.2. Главные однородные пространства над А, 
новое определение H' (G, А) 


Пусть A — некоторая @-группа и Е — какое-либо 
С@-множество. Будем говорить, что А действует слева на Е 
(перестановочно с действием Q), если она действует на Е 
в обычном смысле и (a . х) =*а . °х для всех аЕАихЕЕ 
(иначе говоря, каноническое отображение AXE в E 
является @-морфизмом). Мы применяем для этого обозна- 
чение „С, подчеркивая тем самым, что А действует слева 
(аналогично обозначается действие справа). 

Главным однородным пространством над А называется 
непустое @-множество P, на котором А действует справа 
(перестановочно с действием С) так, что Р становится 
‚аффинным пространством“ над А (т. e. для любой пары x, 
уЕР, существует единственный элемент 4 Е А, такой, что 
у==х: а). Очевидным образом определяется понятие изо- 
морфизма двух таких пространств. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 33. /[усть А — произвольная Ц-группа. 
Гогда существует биективное соответствие между 
множеством классов изоморфных главных однородных 
пространств над А и множеством Н\((, А). 


Пусть P(A) обозначает первое из этих множеств. 
Определим отображение 


: Р(А)> НКО, А) 


следующим способом. Пусть P E P(A). Выберем некоторую 
точку ХЕР. Если $5ЕО, то °х также принадлежит P и, 
следовательно, существует элемент а.Е А, такой, что 
Sx = x% a, Легко проверить, что а, — коцикл. При за- 
мене х на X: коцикл а, заменяется на когомологичный 
ему коцикл 6 'а,°6. Класс коцикла а, условимся считать 
образом ^(Р) элемента P €P (A). 

Определим обратное отображение u: H! (G, A)—>P (A). 
Пусть a,€ Z! (G, А). Обозначим через P, группу А, Ha KOTO- 
рой G действует согласно следующей „скрученной“ формуле 


De =, Е 
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Группа А действует на P, с помощью сдвигов, превращая 
его, таким образом, в некоторое главное однородное про- 
странство. Когомологичные коциклы приводят при такой 
конструкции к изоморфным пространствам. Это позволяет 
определить отображение u. Нетрудно проверить, что 
Аср —= ие ==1. 


Замечание. Главные однородные пространства, рас- 
смотренные выше, являлись правыми главными однород- 
ными пространствами. Аналогично определяются левые 
главные однородные пространства. Мы оставляем читателю 
определить связь между этими двумя понятиями. | 


5.3. Скручивание 


Пусть А — некоторая С-группа и P — главное одно- 
родное пространство над А. Пусть далее F — какое-либо 
С-множество, на котором A действует слева (перестано- 
вочно с действием G). На множестве P XF рассмотрим 
отношение эквивалентности, которое отождествляет всякий 
элемент (р, f} с элементом (р. а, а-1/), a€ A. Это отно- 
шение совместимо с действием G, и, таким образом, фактор- 
множество по нему снабжено структурой С-множества. 
Мы будем обозначать его через Р ЖАР или через pE. 
Каждый элемент из P ЖАР записывается в виде p- f 
и удовлетворяет тождествам (р. а) Г = р(а/), аЕА, что 
оправдывает обозначение. Заметим, что для всякого эле- 
мента pEP отображение f—>p. f является биекцией 
множества F на множество pF; в этом смысле говорят, 
что pF получается из F „скручиванием“ с помощью P. 

Операцию скручивания можно определить также и 
с точки зрения коциклов. Пусть (a) Е Z!(G, А) — одно- 
мерный коцикл. Обозначим через „РК множество F, на KO- 
тором С действует по формуле 


5/ 
=. Р 


В этом случае мы говорим, что „F получается из F скру- 
чиванием с помощью коцикла а.. 

Легко установить связь между этими двумя точками 
зрения: пусть рЕР, тогда элемент р определяет некото- 
рый коцикл @, посредством формулы °‘р==р-а.. OTO- 
бражение f—>p: f определяет изоморфизм (Ц-множе- 
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ства ,F на Ч-множество „F. В самом, деле, 
р. = ра, f =p f =p: Л. 


Это показывает, в частности, что если 4 и 6 когомоло- 
гичны, то множество „ЁР изоморфно F. 


Замечание. Надо отметить, что, вообще говоря, не 
существует канонического изоморфизма между множе- 
ствами „Ри F и, следовательно, эти множества нельзя 
отождествить, как это ни соблазнительно было бы сде- 
лать. В частности, не имеет смысла обозначение „F, 
a € H! (G, А). Излишне говорить, что аналогичные труд- 
ности существуют также и в топологии — в теории рас- 
слоенных пространств (которой мы сейчас следуем). Опе- 
рация скручивания обладает рядом элементарных свойств: 


(а) „Р Ффункториально по F (относительно А-морфиз- 
мов F —> F^). 

(6) Имеет место соотношение „(РЖ ЕР”)= EX aF. 

(в) Если некоторая С-группа В действует справа на F 
(коммутируя с действием А), то В также действует и на „F. 

(г) Если F снабжено А-инвариантной структурой 
С-группы, то „F также имеет структуру С-группы. 


Примеры. (1) Возьмем в качестве Р саму группу А, 
а действие определим как левые слвиги. Так как правые 
сдвиги коммутируют с левыми, то сформулированное выше 
свойство (в) показывает, что А действует справа на „Р. 
Таким образом, мы получаем некоторое главное однород- 
ное пространство над А (которое в предыдущем пункте. 
обозначалось через „Р). В обозначениях, принятых выше, 
это записывается в виде 


P X 4A =P, 


формула упрощения, которую можно сопоставить C фор- 
мулой EQ А==Е. 
А 


(2) В качестве F возьмем снова группу А, действую- 
щую на себе внутренними автоморфизмами. Поскольку 
это действие согласовано со структурой группы А, то 
свойство (г) показывает, что „А является G-epynnoŭ 
[можно скрутить также всякий нормальный делитель в 4]. 
По определению „А как множество совпадает с А, а 


5 Зак. 1202 
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действие G на „А задается формулой 
О 5 AI 
x=a X A (sEG, x€A). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 34. Пусть Е — такое Ц-множество, на 
котором А действует слева (перестановочно с дей- 
ствием G); пусть а— коцикл группы G со значениями 
в А. Гогда действие скрученной группы „А на „Е nepe- 
становочно с действием G. 

Нужно показать, что отображение (а, х)—>ах множе- 
ства „АЖ aF в aF является С-морфизмом, что прове- 
ряется непосредственным вычислением. 

Следствие. Если Р — главное однородное простран- 
ство над А, то группа pA действует слева на P u 
превращает Р в левое главное однородное пространство 
над pÅ. 

Тот факт, что pA действует на P, есть частный случай 
предложения 34 (или устанавливается непосредственно). 
Очевидно, что на Р задается, таким образом, структура 
левого главного однородного пространства над pÅ. 


Замечание. Пусть А и А’— две О-группы. Оче- 
видным способом определяется понятие (А, А’)-главного 
однородного пространства: это левое главное однородное 
пространство над А и правое главное однородное простран- 
ство над А’, причем действия А и А’ коммутируют. Пусть 
Р — такое пространство, тогда предыдущее следствие по- 
казывает, что А отождествляется с pA’. Если Q. есть 
(А’, А”)-главное однородное пространство (А” — некото- 
рая другая С@-группа), то пространство Ро О =P X Q 
снабжается канонической структурой (А, А”)-главного одно- 
‘родного пространства. Мы получаем, таким образом, не- 
который закон композиции (не всюду определенный), на 
множестве „лважды главных однородных пространств“. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 35. Пусть Р — правое главное однород- 
ное пространство над Ц-группой А и А’==рА — coom- 
ветствующая группа. Если каждому правому главному 
однородному пространству О nað А’ сопоставить KOM- 
позицию Qo P, то получится биективное соответствие 
между множествами Н\!((, А’) и Н'((, А), которое 
отоб ражает нейтральный элемент из H! (Ц, А’) в классл 
множества H’ (G, А), соответствующий пространствуР. 
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[Более кратко, если скрутить А с помощью некото- 
poro коцикла со значениями в А, то получится группа A’, 
имеющая то же множество одномерных когомологий, что 
и A.] > 

Определим противоположное к P пространство P cne- 
дующим образом: P — это (А, А’-главное однородное 
пространство, тождественное P как @-множество, на KOTO- 
ром группа А действует слева по формуле а: р=р.-а-\1, 
а группа А’ — справа по формуле p »a' =a}. р. Cono- 
ставляя каждому правому главному однородному простран- 
‚ству R над А композицию ЮоР, получаем, что на клас- 
сах это сопоставление является обратным к заданному. 
отображению Q —> Qo P, что доказывает предложение 35. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 35’. Пусть а 71((, А) — некоторый 
коцикл и A = „А. Если каждому коциклу а’ со значе- 
ниями в А’ сопоставить произведение al:a, то nony- 


чится коцикл со значениями в А и это сопоставление 
является биекцией 


71(@, А)-> Z! (G, А). 


При переходе к когомологиям t, определяет также не- 
которую биекцию 


т: H!(G, A) —> H?! (G, А), 


которая отоб ражает нейтральный элемент из H! (G, A’) 
_в класс а элемента а. 

В сущности это некоторая переформулировка преды- 
дущего предложения в терминах коциклов. Это предложе-' 
ние можно было бы доказать также и непосредственным 
вычислением. 


Замечания. 1. В случае когда группа А абелева, 
имеет место равенство АД’ = А и T} ‘является просто сдви- 
TOM на класс QA коцикла а. 


2. Как ни очевидны предложения 35 и 35’, они весьма 
полезны. Мы увидим, что именно они позволяют опреде- 
лить отношения эквивалентности, встречающиеся в раз- 
личных „точных последовательностях когомологий“. 


5» 
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Упражнение. Пусть А — некоторая С-группа и 
Е(А) — множество классов (А, А)-главных однородных 
пространств. Показать, что определенный на Е (А) закон 
композиции задает на нем структуру группы и что эта 
группа действует на множестве Н!((, А). Если группа А 
абелева, то группа Е (А) является полупрямым произведе- 
нием группы H?! (G, А) на группу Aut(A). В общем слу- 
чае показать, что Е(А) содержит в качестве подгруппы 
факторгруппу группы Aut(A) по подгруппе внутренних 
автоморфизмов, определенных элементами из 49. Как опре- 
деляется Е (А) с помощью коциклов? 


5.4. Точная последовательность когомологий, 
‘ассоциированная с подгруппой 


Пусть Аи В— две О-группы и u: А-> В — некото- 
рый @-гомоморфизм. Этот гомоморфизм определяет OTO- 
бражение : 

v: H! (G, A)—> H! (G, В). 


Пусть «Е H! (G, А). Предположим, что мы хотим описать 
слой элемента а относительно отображения V, иначе говоря, 
множество VT! (v (@)). Выберем некоторый коцикл а, пред- 
ставляющий класс Q, и обозначим через b его образ в В. 
Если положить А’= Аи В’ = „В, то u определяет, оче- 
видно, гомоморфизм 


А’-—> В’, 
который в свою очередь определяет. отображение 
о’: H! (G, A)—> H! (G, В”. 


= 


Кроме. того, имеет место следующая коммутативная 
диаграмма: 


mO А) —> Н+(Щ, В) 
A A 

"a | “o| 

AiG. AYJ H (0; B5 


(где буквы т, и т, обозначают биекции, определенные 
в предыдущем пункте). Поскольку T, отображает нейтраль- 
ный элемент из H! (G, B^) в v(a), то отсюда следует, что 
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т, Является биекцией ядра отображения 9’ на слой 
9-1 (v (а)) элемента a. Другими словами, скручивание 
позволяет отобразить каждый слой отображения V в ядро 
некоторого другого отображения и эти ядра уже могут 
фигурировать в точных последовательностях (см. [СГ] loc. 
CHT. 

Применим это рассуждение в простейшем случае, когда 
А — подгруппа группы В. 

Введем в рассмотрение однородное пространство BJA. Ae- 
вых классов смежности относительно подгруппы А. Оно 
является @-множеством, и, следовательно, определено MHO- 
жество Н°(@, BJA). Более того, если x € H? (G, B/A), то 
прообраз Х элемента х в В является (правым) главным 
однородным пространством над А. Обозначим его класс 
в группе Н"((, А) через (x). Определенный таким обра- 
зом кограничный оператор 6 обладает следующим свой- 
ством: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 36. Последовательность пунктирован- 
ных множеств 


1 > H? (G, A)—> H? (G, B)—> H? (G, BJA) Ñ> 
—> H?! (G, A)—> H! (G, B) 
точна. 


Простейшее доказательство опирается на определение ò 
в терминах коциклов. Пусть сЕ(В]А)8. Выберем эле- 


мент b из группы В в классе с и положим a, = b": . °6; 
класс получившегося коцикла и есть 0(с). Его определе- 
fne показывает, что он когомологичен нулю в В и что 
каждый коцикл со значениями в A, когомологичный нулю 
в В, имеет такой вид. Отсюда следует предложение. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Ядро отображения H' (G, А) > H! (G, В). 
отождествляется с факторпространством простран- 
ства (BJA) относительно действия группы В“. 


Это отождествление осуществляется при помощи опе- 
ратора д; нужно показать, следовательно, что Ò (с) = (с’) 
тогда и только тогда, когда существует элемент b из В©, 
такой, что bC = C’, но это совсем просто. ` 


СлЕдствиЕ 2. Пусть а H’? (G, A) иа— некоторый 
коцикл, представляющий класс а. Элементы из H! (G, А), 
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имеющие тот же образ в H! (G, В), что и а, находятся 
в биективном соответствии с элементами фактормно- 
жества множества H? (G, „B|, А) относительно действия 
группы Н°((, „В). 


Этот факт получается с помощью метода скручивания. 
из следствия | аналогично тому, как это объяснялось 
выше. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Для того чтобы множество Н!((, А) 
было счетным. (соответственно было конечным или CO- 
стояло из одного элемента), необ ходимо и достаточно, 
чтобы таким же был его образ в Н\((, В) и все pak- 
тормножества („В А)“ |(,В)б для всех аЕ 71(0, А). 


Это вытекает из следствия 2. 

_ Оказывается можно дать явное описание образа H! (@, А) 
в H!(G,-B) [как если бы выражение Н!((, BJA) имело 
смысл!]. 

ПрРЕдложЕНИЕ 37. Пусть ВЕН!((, В) и bE€Z!(G, В) — 
некоторый представитель из класса В. Для того чтобы 
В принадлежал образу Н'((, А), необ ходимо и доста- 
точно, чтобы пространство „В]А), полученное из BIA 
скручиванием с помощью b, имело @-инвариантную 
точку. | 


[В комбинации со следствием 2 предложения 36 это 
означает, что множество элементов из H! (G, А), имеющих 
в качестве образа элемент В, находится в биективном соот- 
_ ветствии с фактормножеством Н°(@, „(В/А))/Н° (С, „В).] 

Для принадлежности элемента В образу Н!(@, А) необ- 
ходимо и достаточно существование такого элемента b Е В, 


что для каждого SEG элемент btb Sb принадлежит А. 
Обозначим через с образ элемента 2 в B/A, тогда предыдущее 
означает, что C= b, “c, иначе говоря, с H? (G, „(В]А)), 
что и требовалось доказать. 


Замечание. Предложение 37- является аналогом сле- 
дующей классической теоремы Эресмана: для того чтобы 
структурную группу главного расслоения можно было при- 
вести к ее подгруппе, необходимо и достаточно, чтобы 
расслоенное пространство, слоями которого являются соот- 
ветствующие однородные пространства, имело некоторое 
сечение, | 
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5.5. Точная последовательность когомологий, 
ассоциированная с нормальным делителем 


Пусть А — нормальный делитель в группе В и поло- 
жим С = BJA. В этом случае С является @-группой. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 38. Последовательность пунктирован- 
ных множеств 


1 > да_> Bi —> C9 -> H! (G, А) —> H(G; В) > H! (G, С) 


точна. 
Проверка проста (см. [СГ], стр. 133). 
Слои отображения H! (G, А) > H! (G, В) были описаны 
в п. 5.4. Однако то, что А является нормальным делите- 
лем в В, позволяет упростить это описание. Отметим прежде 
всего следующее. 


Группа C° естественно действует (справа) на мно- 
жестве Н'((, А). В самом деле, пусть СЕ CO, и пусть 
X (с) — полный прообраз элемента св В. Тогда @-множе- 
ство X (с) снабжено естественной структурой (А, А)-глав- 
ного однородного пространства. Если теперь Р — произ- 
вольное главное однородное пространство над А, то ком- 
позиция Ро (c) также является главным однородным 
‚ пространством над A; это и есть искомое действие. [Пере- 
ведем сказанное на язык коциклов. Поднимая с до неко- 
Toporo элемента b Е В, получаем, что ° = 6. x, rae x, Е А. 
Каждому коциклу а, со значениями в группе А сопоста- 
BHM коцикл b'a, bx = ‘а, °р; его класс когомологий. 
является образом класса (a,) при действии с.] 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 39. (1) Если сЕ С4, то 0(с) =1.с, где 
l — нейтральный элемент из множества Н' (4, А); 


(ii) два элемента из H! (G, А) тогда и только тогда 
имеют один и тот же образ в Н"(С, В), когда один 
переводится в другой с помощью некоторого элемента 
из Ga: | 

(iii) пусть а6271((, А) — коцикл, а— его образ 
в Н'(Ц, А) и сЕС9. Для справедливости равенства 
а. c= необходимо и достаточно, чтобы элемент с 
принадлежал образу гомоморфизма H? (G, „В)>Н°((, С). 
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[aB обозначает группу, полученную  скручиванием 
группы В с помощью коцикла а; разумеется, А действует 
на В внутренними автоморфизмами.] 

Равенство ò(c) =1.с следует из самого определения ò. 
С другой стороны, если два коцикла а, и а’ со значе- 
ниями в А становятся когомологичными в группе В, TO 
существует элемент b Е В, такой, что as =b а. b. Пусть 
c € C — образ элемента b, тогда имеем °c = с, откуда с Е С“ 
и ясно, что с переводит класс коцикла а; в класс KO- 
цикла @.. Обратное тривиально. Это доказывает (ii). Ha- 


конец, если b€ B — некоторый прообраз элемента с и 
если а.с==а, то существует элемент хЕ А, такой, что 


т 
as =x -b` а; ’6‘х. Последнее равенство можно перепи- 
сать в виде 
в =i 
bx =a “(bx)azt, 


т. e bx € H?(G, „В). Отсюда следует (iii). 


СЛЕДСТВИЕ 1. Ядро отображения Н! (4, В) > H! (G, С) 
отождествляется с фактормножеством множества 
H! (G, А) относительно действия группы С“. 


СлЕедствиЕ 2. Пусть ВЕН! (С, В) и b — представляю- 
щий его коцикл. Элементы из H'(G, В), имеющие 
тот же образ в НП!((, С), что u элемент В, нахо- 
дятся в биективном соответствии с элементами фак- 
тормножества множества H'(G, ‚„А) относительно 
действия группы H? (G, C). 


[Группа В действует на себе внутренними автоморфиз- 
мами и оставляет группу А на месте, что позволяет осу- 
ществить скручивание точной последовательности | —> А —> 
—> B— C —> 1 с помощью коцикла b.] 

Этот факт получается с помощью скручивания из след- 
ствия | точно так же, как это было объяснено в преды- 
дущем пункте. | 

Замечание. Предложение 35 показывает, что 
‚ множество H!(G, „В) отождествляется с H!(G, В), 
а H! (G, ,C)— с H! (G, С). Напротив, множество Н! (G, A) 
не имеет, вообще говоря, никакой связи с Н!((, A). 

Следствие 3. Для того чтобы множество H'!(G, В) 
было счетным (соответственно было конечным или со- 
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стояло из одного элемента), необходимо u достаточно, 
чтобы таким же был его образ в Н!((, С) u все 
фактормножества Н'((, ‚„А)/(,С)8, b EZ! (С, В). 


Это вытекает из следствия 2. 


Упражнение. Показать, что сопоставление каждому 
се СЧ класса (А, А)-главных однородных пространств X (с) 
определяет гомоморфизм группы CO в группу Е(А), опре- 
деленную в упражнении п. 5.3. 


5.6. Случай абелева нормального делителя 


Сохраняя обозначения предыдущего пункта, предполо- 
жим, кроме того, что А — абелев нормальный делитель 
в группе В. Множество Н!((, А) является в этом случае 
абелевой группой, групповую операцию в которой мы 
будем записывать аддитивно. Пусть a € H! (G, А) и сЕ С“. 
Обозначим через a° образ œ при действии с, определение 
которого было дано выше. Опишем это действие более 
явно. Для этого заметим, что очевидный гомоморфизм 
Cê > Aut (А) задает действие (слева) группы CÊ на группе 
H! (G, А); образ а при действии с (относительно этого 
нового закона) будем обозначать через с: а. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 40. Имеет место соотношение 
аб = с-\.а + 0(с), 


где a€ H! (G, А) u сЕ С°. 


Доказательство состоит в следующем простом вычи- 
слении. Пусть b € B — какой-нибудь прообраз элемента с, 
тогда *=6.х, и класс коцикла х, совпадает с 0 (6). 
С другой стороны, если а, — коцикл в классе а, то 
в качестве представителя класса а можно взять коцикл 


- -1 
b "а. b, а в качестве представителя класса с + Q — KO- 
цикл b~a b. Отсюда получается требуемая формула. 


Следствие 1. Имеет место равенство 
ô (ee) = (cy +H el oey 


Применяя предложение 40 к соотношению QF °! = Y, 
получаем указанную формулу. 
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Следствие 2. Если А лежит в центре группы В, 
то отображение 6: С“ —Н'(@, А) является гомомор- 
физмом и a = Q + (с). 


Доказательство очевидно. 
Покажем теперь, как применяется группа H?(G, А). 
А priori хотелось бы определить кограничный оператор 


H! (G, С) > Н%(@, А). 


_В такой форме это возможно, лишь когда А содержится. 
в центре группы В (см. п. 5.7). Однако справедлив сле- 
дующий частичный результат. 

Пусть c E 71((, С) — некоторый коцикл со значениями 
в С. Поскольку группа А абелева, группа С действует 
на А и определена, следовательно, скрученная группа „А. 
Мы хотим сопоставить коциклу с некоторый класс кого- 
мологий АД (с) ЕН? ((, ,A). Для этого поднимем коцикл с, 
до некоторого непрерывного отображения $ —> 6, группы G 
B ry В и составим выражение 


as, t == bs Shba s 


Определенная таким образом двумерная коцепь является 
коциклом со значениями в ‚А. Действительно, если при- 
нять во внимание способ действия @ на ‚А, то определе- 
ние коцикла запишется в виде тождества 


—1 5 _1 —1 
Qs, Е. bs At, ubs ' Qs, ш. аз и =: 


Подставляя в него Papane для Qs, f no TR 
—1 st 
Dst P t3 .б; bi bu "р; T IE А > Вы == l; 


отсюда видно, что оно удовлетворяется (все члены сокра- 
шаются). 
/ 
С другой стороны, если заменить 6, на @;b,, то KO- 
цикл @, ; заменится на коцикл а. 4, p где 


Ват 
г p ôa), =a; b 4.6. e ag ; 


последнее проверяется вычислениями, аналогичными Npe- 
дыдущим (и более простыми). Таким образом, класс ко- 
цикла @,,; определяется однозначно; его мы и возьмем 
за А (с). | 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 41. Для mozo чтобы класс когомоло- 
гий коцикла с принадлежал образу множества H! (G, В) 
в Н\((, С), необ ходимо и достаточно, чтобы А (с) был 
равен нулю. 


Необходимость очевидна. Обратно, если АД (с) ==0, то 
предыдущие рассуждения показывают, что можно найти 


коцикл Os, для которого д; р Е 1 и образ bs в С co- 
впадает с с. Отсюда следует утверждение. 


Следствие. Если H?(G, ‚А) =0 для каждого 
cEZ!(G, С), то отображение Н!((, В) > H! (G, С) 
сюрзективно. | | 


Упражнения. 1) Переформулировать предложе- 
ние 40, используя упражнение п. 5.5, и установить, что 
Е(А) является полупрямым произведением группы Н! (Ц, А) 
на группу Aut(A). 

2) Пусть си с'Е 71 (4, С) — два когомологичных KO- 
цикла. Сравнить А (с) и А (c). 


5.7. Случай центральной подгруппы 


Предположим теперь, что А лежит в центре группы В. 
Пусть a = (a,)— коцикл CO, значениями в группе А и 
р —=(6.)— коцикл со значениями в В; тогда немедленно 
проверяется, что 4A. b= (a,:b,) является коциклом со 
значениями в В. Более того, класс а.6б зависит только 
от классов а и b. Отсюда заключаем, что абелева группа 
H! (G, А) действует на множестве H' (G, В). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 42. Два элемента из H'(G, В) тогда 
и только тогда имеют одинаковый образ в Н'((, С), 
когда они переводятся друг в друга с помощью неко- 
торого элемента из Н'(@, А). 


Доказательство очевидно. 

Пусть теперь c€ Z!(G, С). Так как С действует три- 
виально на А, то скрученная группа ‚А, использовавшаяся 
в п. 5.6, канонически отождествляется с группой А и 
элемент А (с) принадлежит группе Н?(@, А). Непосред- 
ственное вычисление показывает (см. [СГ], стр. 132), что 
если коциклы с и с’ когомологичны, то А (с) =А (c). 
Таким образом, определено некоторое отображение. 
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А: H! (G, C)—> Н?((, D. Применяя предложения 38 и 41, 
получаем 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 43. а а 
1-> Аб > В@-> 09-5. Н1(Ц, А) 


—> H! (G, В) H! (G, С). 2, H(O, A) 
точна. 

Как обычно, эта последовательность дает сведения 
только о ядре отображения А и ничего не говорит о CO- 
ответствующем отношении эквивалентности. Для того 
чтобы его получить, нужно „скрутить“ рассматриваемые 
группы. Более точно, заметим, что С действует внутрен- 
ними автоморфизмами на группе В и эти автоморфизмы 
тривиальны на А. Если с==(с,) — коцикл со значениями 
в С, то с помощью с можно скрутить точную последо- 
вательность 1-> A —> В->С—1, в результате чего полу- 
чится точная последовательность 


1 A—>,B—>,C>l. 


Отсюда получаем новый кограничный оператор 
Ax H!(G, ‚С)—Н?((, А). 

Поскольку, кроме того, имеется каноническая биекция 
т: H!(G, ¿C)—> H! (G, С), 

TO с ее помощью можно сравнить А и А,. В результате 


получаем следующее 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 44. Имеет. место соотношение 


Дот, (Y) = А. (у ) + А (у), 


где yE H! (G, С) обозначает класс коцикла с, а у’ npo- 
бегает все H! (G, C). 
Пусть с, — коцикл, представляющий класс у’. Выберем, 


i a £ 
как и выше, некоторую коцепь 6, (соответственно bs) 
в В (соответственно B „В), поднимающую коцикл с, (со- 


ответственно cs): Тогда А (у) можно представить коциклом 


as, t = p: В $ 
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жж 


а A, (у”) — коциклом 


/ 7 spag TE- 
ls, t = bs * bs bibs P 


r f 
С другой стороны, т,(\у’)’ можно задать коциклом CC., 


/ 
поднятием которого является Dss. Следовательно, класс 
А от, (Y) представляется коциклом 


n 7 


S4’ S Fo PE 
äs, t == Db; 0r Or 6505 . 


Вычислим произведение ai ‚а, ,‚- Так как а,, лежит 


в центре группы В, то можно написать 
7 4 /—1 
as, t * Qs, t= 0505 6:05 @5 te bst 


Подставляя в правой части вместо а,, его выражение и 
сокращая, получаем точно такое же выражение, как и 


для а, ‚. Отсюда следует предложение. 


Следствие. Элементы из Н'((, С), имеющие при 
отображении А одинаковый образ у, находятся в биек- 
тивном соответствии с элементами фактормножества 
множества Н\((, „В) относительно действия группы 
H! (G, А). 

В. самом деле, биекция T7! отображает все эти эле- 
менты на элементы ядра отображения 


А: H!(G, С) Н?(В, А). 


Но предложения 42 и 43 показывают, что это ядро ото- 
ждествляется с фактормножеством множества H!(G, „В) 
относительно действия Н!(@, А). 


Замечания. 1. Множество Н1(@, „В) не находится, 
вообще говоря, в биективном соответствии с множеством 
H! (С, В). 


2. Оставляем читателю сформулировать критерий счет- 
ности, конечности и т. д., который вытекает из преды- 
дущего следствия. z 
5.8. Дополнения 

Оставляем читателю самому проработать следующие 
пункты; | 
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(a) Расширения групп. Пусть H — замкнутый 
нормальный делитель в G и А — некоторая С-группа. 
Факторгруппа G/H действует на АЙ, что позволяет опре- 
делить Н\(С/Н, АН). С другой стороны, если а, € Z! (H, А) 
и SEG, то можно определить преобразование $ (а) KO- 
цикла а ==(а,) по формуле 


$ (а), = S (а,-и,,). 


Переходя к когомологиям, получаем; что группа @ дей- 
ствует на Н"(Н, A), и легко проверить, что при этом H 
действует тривиально. Можно говорить, следовательно, 
о действий факторгруппы G/H на Н"(Н, А), так же как 
и в абелевом случае. Имеет место точная последователь- 
ность 


1 > H! (GJH, AĦ)—> H! (G, A)—> H! (H, А), 


и отображение Н!(@/Н, A#)—>H!(G, A) инъективно. 
(6) Индуцированные модули. Пусть Н — зам- 
кнутая подгруппа в G и A — некоторая Н-группа. Пусть 


А" = MË (А)—группа непрерывных отображений а4*: G—> А, 
таких, что а“ (x) —*a* (x), ВЕН, хЕС. Группа G дей- 
ствует на A* по формуле ($4”“)(х) = a* (xg). Группа А* 
становится, таким образом, О-группой, и имеют место ка- 
нонические биекции 


H(G, А*) =H? (H, А) и H(G, A =Ħ (H, A). 


5.9. Одно свойство групп когомологической 
размерности, не превосходящей l 


_ Следующий результат должен был бы фигурировать 
в п. 3.4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 45. /Густь [!— некоторое множество 
простых чисел. Предположим, что са, (Q) < 1 для Ka- 
ждого РЕГ. Тогда группа G обладает свойством под- 
нятия относительно расширений 


I > P — E — И-—1, 


где Е — конечная группа, а порядок группы P ne ðe- 
лится на простые числа, принадлежащие множеству I. 
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Доказательство будем проводить с помощью индукции 
по порядку группы P. Случай Сага (Р)=1 тривиален. 
Предположим теперь, что Сага (Р) >> 1, и пусть р — uHe- 
который простой делитель Сага (Р).. По предложению 


РЕГ. Пусть К —силовская р-полгруппа в P. Мы будем 


различать два случая: 

(а) R —- нормальный делитель в P. Тогда А является 
единственной силовской р-подгруппой в Р и, следова- 
тельно, нормальным делителем в Е. Имеем расширения 


1 Ю—>Е—Е/Ю—1, 
1 > PIR > ЕЮ > W —> 1. 


Так как Сага (R/R) < Card (P), то предположение индук- 
ции показывает, что гомоморфизм f: @ —> поднимается 
до некоторого гомоморфизма g: G—> E/R. С другой cro- 
роны, поскольку R является р-группой, то из предложе- 
ния 16, п. 3.4, следует, что g поднимается до гомомор- 
физма h: @—>Е. Таким образоу, поднят также и TOMO- 
морфизм f. 

(6) R не является нормальным делителем в группе P. 
Пусть Е’— нормализатор подгруппы R в Е и P’ — nop- 
мализатор R в P. Имеет место равенство P' =E ПР. 
С другой стороны, образ Е’в W совпадает со всем №. 
Действительно, если ХЕБ, то ясно, что хЮх-! также 
является силовской р-подгруппой в P. В силу сопряжен- 
ности силовских р-подгрупп, существует элемент YEP, 
такой, что. хЮх 1! = уЮу 1. Тогда у 1хЕЕ’. Это noka- 
зывает, что Е =Р.Е’и утверждение доказано. На осно- 
вании этого мы имеем расширение 


T-P: => E> М —1. 


Так как Card (P^) < Card (P), то предположение индукции 
показывает, что морфизм f:G—>W поднимается до мор- 
физма h: @—>Е’, и так как ВБ’ — подгруппа группы E, то 
все доказано. 


Следствие. Всякое расширение группы G с помощью 
проконечной группы, порядок которой не делится на 
простые числа, принадлежащие l, тривиально. 

Случай когда группа P конечна,. непосредственно Bbl- 
водится из предыдущего предложения и леммы 2, п. 1.2. 


8 Гл. 1. Когомологии проконечных групп 


# 


Переход к общему случаю осуществляется с помощью 
леммы Цорна, аналогично тому, как это делалось вп. 3.4. 


Замечание. Предыдущее следствие дает новое дока- 
зательство известного факта, что расширение конечной 
группы А с помощью конечной группы В тривиально, 
когда порядки групп А и В взаимно просты (см. Цассен- 
хауз [1], гл. IV, § 7). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 46. В предположениях предложения 45. 
пусть 

l > А—>В-—>С-—>1 
— точная последовательность G-epynn. Предположим, 
кроме того, что А — конечная группа и что всякое 
простое число, делящее порядок группы А, принадле- 
жит множеству [. Тогда каноническое отображение 
H! (G, B)—> H! (G, С) сюржективно. 

Пусть (c) — коцикл группы G со значениями в С. 
Обозначим гомоморфизм В — С через л, и пусть E обоз- 
начает множество пар (b, $), БЕВ, $ЕС, таких, что 
л(6) = c, Снабдим множество E следующим законом KOM- 
Позиции: | | 

(b, 5). (b°, $) = (b $b’, $5). 

Тот факт, что Css’ = Cs + Cs’, показывает, что л (b + 30^) = 
= Css’) ЭТО доказывает корректность предыдущего опре- 
деления. Проверяется, что’. множество E, снабженное этим 
законом композиции и топологией, индуцированной топо- 
логией прямого произведения В Ж G, является компактной 
группой. Имеют место очевидные морфизмы 


А—>Е И ЕС. 


которые означают, что группа Е есть расширение группы С 
с помощью группы А. В силу следствия предложения 46 
это расширение тривиально. Существует, таким образом, 
непрерывное сечение 5-—>е,, являющееся морфизмом 
группы С в E. Перепишем e, в виде (b, $). Из того, 
что $ —>е, — морфизм, следует, что O, является коциклом 
группы G со значениями в В, который поднимает залан- 
ный коцикл с, Это доказывает предложение. 
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следствие. Пусть |-> А—>В-—>С —>1 — точная no- 
следовательность Ц-групп. Если А конечна и cd (0) < 1, 
mo отображение 


H! (G, В)-> H! (G, С) 


сюрзективно. - 
Это частный случай предложения, когда / является 
множеством всех простых чисел. 


Упражнения. 1) Пусть 1 > A —> B — C — 1 —точная 
последовательность G-rpynn, где -A — конечная группа. 
Как было показано в доказательстве предложения 46, 
с каждым коциклом СЕ Z!(G,C) связывается расширение 
E, группы С с помошью А. Показать, что соответст- 
вующее этому расширению действие G на А совпадает 
с действием G на группе „А и что образ E, в Н?((, ,A) 
‘совпадает с элементом А (6), определенным в п. 05.6. 

2) Пусть А — конечная С-группа, порядок которой 
взаимно прост с порядком группы G. Показать, что в этом 
случае H!(G, А) =0. [Свести к конечному случаю, где 
этот результат известен: он является следствием теоремы 
Фейта - Томсона, утверждающей, что группы нечетного. 
порядка разрешимы.] 
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Почти все результаты $ 1, 2, 3, 4 принадлежат Тейту. 
Сам Тейт их не опубликовал, однако некоторые из них 
были записаны Ленгом, а также Дуади (семинар Бурбаки, 
доклад 189). Другие (а именно доказательства, приведен- 
ные в п. 4.5) сообщены мне непосредственно. ` 

Исключения составляют п. 3.5 (дуализирующий модуль) 
и п. 4.4 (теорема Шафаревича). 

Параграф 5 (неабелевы когомологии) взят из статьи 
Бореля -- Серра (см. Борель, Серр [1]). Он непосредст- 
венно подсказан теорией неабелевых когомологий с коэф- 
фициентами в пучках. Особенно полезен в связи с этим 
был доклад Гротендика в Канзасе. 


б Зак. 1202 


ДОПОЛНЕНИЕ 
НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ ДВОЙСТВЕННОСТИ 
(свободный перевод одного письма Тейта от 28ЛИ 1963 г.) 


...Гы был излишне осторожен, определяя дуализи- 
рующие модули: никаких предположений о конечности не 
нужно. Вообще пусть А— топологическое кольцо, откры- - 
тые двусторонние идеалы которого образуют фундамен-_ 
тальную систему окрестностей нуля. Пусть / — такой 
идеал и Мр-—некоторый АЮ-модуль; положим М, = 
= Ношр (Ю//, М) — подмодуль М, образованный элемен- 
‚тами, аннулируемыми идеалом /. Пусть 8’(Ю) — категория 
Ю-модулей, являющихся объединением таких подмоду- 
лей M; Пусть T: g (Ю)®—> (АБ) —контравариантный адди- 
тивный функтор, переводящий индуктивные пределы в проек- 
тивные. Гакой функтор Т точен слева тогда и только 
тогда, когда он представим. Если R дискретно, этот 
результат хорошо известен: отображение М=Нотр» (R, M)—> 
—> Ном (T (М), Т(Ю)) определяет функторный морфизм 


_ аи: Т(М)>Ноть(М, T(R), 


который биективен, когда, M свободен. Следовательно, он 
биективен и при произвольном М, если Т точен слева 
(надо воспользоваться свободной резольвентой М). 

В общем случае, если, / — открытый двусторонний 
илеал в R, то категория 8’(Ю//) является полной подка- 
тегорией в Z (R) и функтор вложения 9’(Ю//) >в’ (R) 
точен и перестановочен с lim. Отсюда следует, что если 


функтор Т точен слева, то таким же будет и его огра- 
ничение на G (R|D, и для любого МЕб(Ю/) имеем 
функторный изоморфизм 

Т(М)—Ноть (М, Т (RID). (+) 


Применяя это к модулю М=Ю//,, где D1, получаем 
равенство T(R) = Г(К//),. Положив Е == kA T (RID, 
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получим, что T(R) = Ев; применяя формулу (*) K Io 
приходим к равенству 


Т(М) = Нош»(М, Е) для всех MEZ (RI). 
Наконец, если М — произвольный модуль, то 


T (M) = НП (Mr) == lim Нота (Мь, Е) =Ношь (М, Е). 


Разумеется, для определения функторного ‘морфизма 
ам: Г(М) > Ношр(М, Е) достаточно аддитивности функ- 
тора Г, и хорошая формулировка состоит в утверждении, 
что следующие три свойства эквивалентны: 


(i) T точен слева, T olim == limo Г; 
— 4— 


(iD) T полуточен, функторный морфизм Го И НиТ 
—— 


сюръективен, а @м инъективен для всех М; 
(iii) морфизм ам биективен для всех М. 


ko $ * 


Пусть теперь G — проконечная группа АЕ$си 8 — 
замкнутая подгруппа из Q; положим 
2,($, A =lim H (V, А), 
—> 
VDS 


где предел берется по открытым подгруппам У группы С, 
содержащим $, относительно гомоморфизмов Cor", сопря- 
женных гомоморфизмам коограничения. [Напомним, что 
если В — абелева группа, то через В" обозначается группа 
Hom (В, ©9/7).] Группы D,(S, А) образуют контрава- 
риантный гомологический функтор: каждой точной после- 
довательности 0 —> А’—> А-> A” —> 0 соответствует точная 
последовательность 


ВФ: АО, (3 А)-> ВЕ A 
—> D,- ($, А”)->.. 


Положим D,(A)= D, (1, A); так как группа GJU дей- 
ствует на H” (U, A), группа О, (А) ный катего- 


рии Cg 


6* 
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В частности, положим 
E, = D; (2) =ПтН! (0, Z [GIUI Y. 
—> 


E; = lim D, (Z /mZ) = lim H” (G, (тб. 

—> => 
т И, т 

Сказанное вначале можно применить K . топологическим 

кольцам 


R = [6] =Нт 7 [G/U] и В’ = [0] = lim (Z/mZ) [G/U]. 
х <<—— —— 


Имеют место равенства ©’ (R) = Go, Z (К) =. Отсюда, 
приняв за T функтор H” (G, ¥, получаем функторные 
морфизмы 


ами: H (G, М\—Ното (М, E) для МЕЗо 


ам: Н’ (С, М)’ —> Нота (М, Е,) для MEZA. 
Так как функтор T переводит lim в lim, получаем, что 
— «—— 


следующие три условия эквивалентны: 
‚ а) морфизм ам биективен для всех МЕ’; 
6) морфизм ам инъективен для всех MEg 
в) scd (G) < г. 
Аналогичное утверждение справедливо, если заменить 4y 
на дм, о на Я и зса (Ц) на са (G). 
Пусть теперь са (G) < г. Тогда . 


E,+1 = Dr +1 (Z) = D, (9/2) =lim H" (U, Q/Zř = 
= lim Ношу (Q/Z, E;)= u Hom (0/2. в). 


Таким образом, получаем твой критерий: 
scd; (G) = r+1 > (EY содержит подгруппу, изоморф- 
ную ©,/2,. 
Пример. G= 7. = 0/7, откуда E2 = Ном (Q/Z, 
9/7) =Í. Следовательно, для всех MEZo 
H? (G, М)* = Homo (М, 2). 


3 y / р. 
Если cd (G)= scd (G) = г, то, разумеется, Е, — максималь- 
ный периодический подмодуль модуля Е,‚. Например, если 
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G =G QQ), то локальная теория полей классов показы- 
вает, что Е, = lim K*, где К* означает естественную компак- 


—> 
тификацию мультипликативной группы K*, а поля К пробе- 
гают множество конечных расширений поля Q, Группа 


u=E3 является максимальной периодической подгруппой в Es. 


* $ $ 


Перейдем к теореме двойственности. 
Следующий пустячок — это лучшее, что я смог сделать. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. /Лусть AE Cg; мы пишем cd (G, А) < п, 
_ если Н'($, А) =0 для всех г>п u всех замкнутых 
подгрупп SEG. 


Jemma 1. Пусть АЕб’с. Следующие три условия 
эквивалентны: | 
(1) са (G, А) = 9; 
(1) Для любого открытого нормального делителя Ц 
группы G @|-модуль АП когомологически тривиален. 
(iii) Для любой пары U, V, где VDU, образованной 
открытыми нормальными делителями группы G, гомо- 


морфизм | 
№: H (У|Ц, Аб) —> H? (V/U, АЗ), 


определенный следом, биективен. 

Эквивалентность (ii) и (Ш) вытекает из теоремы 8, 
стр. 152, [CL], примененной к q = — 1. С другой стороны, 
если выполняется (i), то спектральная последовательность 


H? (V|U, Н%(Ц, А)) > Н"(У, А) 


вырождается; так как ее предел тривиален, получаем, что 
НР(У|О, АГ’) =0 для всех р #0, откуда следует усло- 
вие (ii). Наоборот, если выполняется утверждение (ii), то. 


H? V, А) =Ит H? VU, АИ) =0 для всех р-0, 
nij ; 


откуда НР (S, А) = lim H? (V, А) =0.для любой замкну- 


и5$ | 
той подгруппы 5 группы G, что доказывает условие (i). 
Пусть теперь Аба и 


ОАО. 
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— каноническая резольвента модуля А, например, задавае- 
мая непрерывными однородными цепями (не обязательно 
„эквивариантными“). Пусть Z” — группа коциклов из X”. 
Имеем точную последовательность 


НХ О м О 
Лемма 2. Следующие свойства эквивалентны: 
(0 cd (0, А) < п; 
(11) cd (QG, 2”) =0. 
Действительно, для всех rÆ 0 
H’ ($, 2”) =Н"*' ($, 2") =... =Н"*" ($, А). 


ТЕОРЕМА 1. Если cd (G, А) < п, то с любым открытым 
нормальным делителем `И группы G ассоциируется 
спектральная последовательность гомологического типа 


РАЗНО, НЫ" И, А) НН" EAGAN O) 
Кроме того, эта спектральная последовательность функ- 
ториальна по U: если V&U, то соответствующий гомо- 
морфизм H, (GV, HUV, А))>Н, Iy: HERAS 
индуцируется гомоморфизмами ау —> GJU и Cor: 

В НЫ AS: 
Следствие. Если са (4, А) < п, то для любого замк- 
нутого нормального делителя N группы G существует 
спектральная последовательность когомологического типа 
E} 1 = H” (GIN, О, (М, A) HPI (0, А). (3) 

В частности, для М == {1} 

На. р, ASH IPA А). (4) 


Это следствие можно получить из теоремы 1, применяя 
функтор двойственности ( )“, используя двойственность для 
когомологий конечных групп (т. e. формулу H,(G/U, BY = 
= НР (G/U, В*), ср. [М], стр. 303, 304) и переходя к mH- 
дуктивному пределу по подгруппам U, содержащим N. 

Доказать саму теорему 1 не трудно. Рассмотрим KOM- 
плекс 


о A S a x" (z) 0, (5) 
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полученный из последовательности (1). Перепишем его 
в гомологической форме 


0—> У, —>У,_1->... >И, => У, 0. (6) 


Таким образом, H, (У) = H”? (U, А) для всех 4. Применим 
- теперь к У функтор „цепи относительно G/U“. Получим 
двойной комплекс гомологического типа 


Cp, ¿= C,(G/U, Y). 


Переходя к гомологиям „по Q“, получим, поскольку © —точ- 
ный функтор, комплекс С „(@10, H”? (U, А)). Bepa затем ro- 
мологии по р, получим искомый член H „(G|U, НО А))= 


—Ер а. С другой стороны, если взять сначала гомологии 
по р, то получим группы Н р (СЧ, У). Они равны нулю 
для p#0 в силу nemm | и оо; Эти же леммы показывают, . 
что для р=0 


Ho (GJU, У) = H? (GJU, Y) = У = 


= (xP (хи. 


Таким образом, получаем комплекс, (ко)гомологии KOTO- 
рого равны i 1G, А), что нам и было нужно. Отсюда 
следует утверждение теоремы. 


‘Приложения 

ТЕОРЕМА 2. Пусть G — проконечная группа и п целое 
число, большее или равное 0. Следующие условия экви- 
валентны: 

(i) scd (@) = n, группа E, = D, (Z) делима u D} (2) —=0 
для qQ <N; 

(ii) scd (G) =n, О.(А)==0 для любого qn, если 
модуль Аба конечного типа над 7; | 

am HG Ноа, ЕМЕН (©, А)” для всех ги 
всех АЗ’ конечного типа над Z. 

Кроме того, имеет место 

ТЕОРЕМА 3. Следующие условия эквивалентны: 


(i) са(@)=п, D (2[р2)==0 для всех 4 <n u niooo 
простого числа р; $ 
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(1) са(@)=п, D(A) =0 для всех AEG ALi 

Gii) H’ (G, Hom (A, En) ) =H" (G, А)’ для всех ги 
АЕ. 

Заметим, что группа D, (Z) всегда нулевая и что 
0% (2)=0, если порядок С делится на р” для всех р. 
Таким образом, если зса (@) =2, группа G удовлетворяет 
‚ условиям теоремы 2 (для п =2) в том и только том слу- 
чае, когда группа E, делима. Например, это верно в слу- 
чае G (Q,/Q,). Однако это не так для G (k/k), где k — чисто 


мнимое числовое поле !). Too bad. 

Вот одно приложение теоремы 3. 

Если G` — аналитическая про-р-группа, для которой 
cd, (G) < со, то приложима теорема двойственности (iii) 
[т. e. О — группа Пуанкаре в терминологии п. 4.5]. Дей- 
ствительно, как доказал Лазар, группа С содержит открытую 
подгруппу U, являющуюся группой Пуанкаре; так как D 
для групп U и G совпадают, получаем, что О, (21р2) =0 
для всех 4 < п, после чего применяем импликацию (1) = (iii) 
[это рассуждение фактически доказывает следующее: если 
G — про-р-группа конечной когомологической размерности, 
содержащая открытую подгруппу, являющуюся группой 
Пуанкаре, то С также является группой Пуанкаре]. 


1) Определение см. далее стр. 101. — Прим. ред. 


ГЛАВА H 


КОГОМОЛОГИИ ГАЛУА 
КОММУТАТИВНЫЙ СЛУЧАЙ 


$ 1. ОБЩИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 


1.1. Когомологии Галуа 


Пусть А — поле, а К — его расширение Галуа. Группа 

Галуа С (К/®) расширения K/k является проконечной груп- 
пой (ср. гл. I, п. 1.1), к которой можно применить TeX- 
нику и результаты гл. [; в частности, если G (К/®) дейст- 
вует на дискретной группе А(К), определены множества 
Н\(@(К/®), А(К)) (если А(К) не коммутативна, то q 
принимает лишь значения 0 или 1). 

Однако с фиксированным расширением К/ мы имеем 
дело редко, обычная ситуация такова: 

Заданы основное поле k и функтор К — А(К), опрё: 
деленный на категории сепарабельных алгебраических рас- 
ширений поля k и принимающий значения в категории 
групп (соответственно абелевых групп). Этот функтор удо- 
влетворяет следующим аксиомам: 

(1) А(К) = НА (Ку), где К, — подрасширения К ко- 


нечного типа над œ. 


(2) Если К —> K’ — вложение, то соответствующий мор- 
физм А(К)-> А(К”) инъективен. 

(3) Если К/К’ -— расширение Галуа, то А(К) отожде- 
ствляется с Н°(@(К’/К), A (K^). 

(Последнее имеет смысл, так как группа С(К’/К) по 
функториальности действует на А(К’). Кроме того, акси- 
ома (1) показывает, что это действие непрерывно.) 


Замечания. 1. Обозначим через №, сепарабельное 
замыкание поля А; тогда определена группа A (k), являю- 
masca @(./®)-группой. Знание этой группы эквивалентно 
(с точностью до изоморфизма уве знанию функ- 
тора А. 


2. Часто случается, что функтор А может быть опре- 
делен. для всех расширений поля k (не обязательно 
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алгебраических или сепарабельных) и для этого функтора 
выполняются аксиомы (1), (2) и (3). Самый важный пример 
доставляют „групповые схемы“ !). Если А — групповая 
схема локально конечного типа над k, то точки из А со 
значениями в расширении К] образуют группу А(К), 
функториально зависящую от К. Этот функтор удовле- 
творяет аксиомам (1), (2), (3) (выполнение аксиомы (1) 
следует из того, что А локально конечного типа). В част- 
ности, это относится к „алгебраическим группам“, т. е. 
к групповым схемам конечного типа над #?). 

Пусть А — функтор, удовлетворяющий сформулирован- 
ным выше аксиомам. Если К’|К — расширение Галуа, то 
определены множества НЧ (@(К”/К), А(К’)) (если А не 


коммутативна, то значения 4 ограничиваются O или 1). 
Обозначим их через НЯ (К”/К, А). 


Пусть КК! H Kə| K2 — расширения Галуа с группами 
Галуа Ц; и Ц.. Предположим, что задано вложение й: К:— К. 


и что существует продолжающее его вложение j: КК: 

Последнее определяет гомоморфизм Ц@.-—>@, и морфизм 
/ ГА 

А(К!)— A (Kə); эти два отображения совместимы и опре- 


деляют отображения H° (Gi, A(Ki))—> H° (Gə, A(K3)), He 
зависящие от выбора j (cp. [CL], стр. 164)3). Таким 


1) Пусть 8 — категория, G — категория контравариантных 
функторов на CO значением в категории групп. Объект X из g 
‘называется группой, если он представляет некоторый функтор 


из 9, т. e. если задан подъем функтора У —> Hom (У, X) до 


объекта $. В частности, если g = (5сп/$)—категория схем над 
базисной схемой S (см. Ж. Дьедонне [2]), то группа в $ назы- 
вается групповой схемой над $. — Прим. перев. 

2) Если говорить о классических алгебраических группах, то 
нужно еще требовать приведенность над k. — Грим. перев. 

3) Приведем доказательство этого утверждения. Прежде всего, 


гомоморфизм_ 7: @.-> G, определяется следующим образом: если 
SC G, тб 1($2) есть однозначно определенный элемент $, E G), 
для которого joS; = S20 j. Совместимость морфизма j с морфиз- 
мом А(К1) > А(К>) проверяется очевидным образом. Для дока- 
зательства нужного нам утверждения заметим теперь, что два 
различных вложения j: К: > № и РА K; >K; отличаются на 


элемент gE G. Это показывает, что j = Ogoj, где Og — внутрен- 
ний автоморфизм группы G, определяемый элементом g. Остается, 
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образом, имеем отображения | 
H? (Kı/Kı, А) H° (K:|Kə, А), 


зависящие только OT Å (и от существования j). 

В частности, мы видим, что различные сепарабельные 
замыкания поля k определяют группы НУ (k/k, А), нахо- 
дящиеся в каноническом биективном соответствии. Это 
позволяет отбросить символ k, и писать просто НЯ (А, А). 
Группы НУ (k, А) функториально зависят от А. 


1.2. Первые примеры 


Пусть G, (соответственно @и) — аддитивная (соответ- 
ственно мультипликативная) групповая схема, определяемая 
соотношением @, (К) =К* (соответственно Gp (K) = K”). 
Имеет место (ср. [CL], стр. 158) !) 


следовательно, показать, что канонический гомоморфизм когомо- 
логий групп 
НУ (G, А) > НЧ (Ц, А), 


индуцированный внутренним автоморфизмом группы G, всегда 
тождествен. Для 4 ==0 это очевидно. С другой стороны, Og инду- 
цирует автоморфизм д функтора НЯ (G, +), тождественный для 
q=0. Согласно общему результату (см. Гротендик [1], гл. 2, 
п. 2. 3), отсюда следует, что этот автоморфизм тождествен для 
всех 4. — (Грим. перев. | 

1) Первое утверждение предложения известно под названием 
„теоремы 90“ Гильберта и доказывается следующим образом: 
пусть К/& — конечное расширение поля k, и пусть {45}; са есть 


1-коцикл. Для сСК образуем „сумму Пуанкаре“ 


b= », ág. 


SEG 


Теорема о линейной независимости автоморфизмов (Бурбаки [3*], 
гл. 5, $ 7, п. 5) показывает, что можно выбрать сСК таким, 
что b =Æ 0. С другой стороны, для любого tE G 


t ГАЕК, ЗЕ ‚„-=1 st „-1 
= У ас" = Урар ак" ==а;-5, 
sEG 5Е4 
что показывает, что {а;} — кограница. 
Для доказательства второго утверждения воспользуемся 


теоремой о нормальном базисе (Бурбаки [3*|, гл. 5, $ 10, п. 8). 
Существует сСК, такой, что для любого аСК 


а= У 4,с*, где а, СА. 
sG 


— 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для любого расширения Галуа КЕ 
имеют место равенства Н\(К |k, Gn)=0 и НЧ (K Ik, @,)=0, 
4 > 1. 


Действительно, когда расширение K/k конечно, группы 
когомологий Тейта !) НТ (К/Ё, G) равны нулю для всех 


q EZ. 


Замечание. Группы H° (K/k, Gm) в общем случае 
ненулевые для 9 > 2. Напомним, что группа H? (KIR, Gm) . 
отождествляется с множеством элементов группы Брауэра 
Вг(А), распадающихся над К; в частности, H? (k, Gn) = 
— Вг(®), ср. TCE] гл. 195, 


$ 2. КРИТЕРИИ КОГОМОЛОГИЧЕСКОЙ РАЗМЕРНОСТИ 


В следующих параграфах мы обозначаем через G, 
группу Галуа расширения k/k, где КЕ, — сепарабельное 
замыкание k. Эта группа определена неоднозначно, с TOY- 
ностью до измоорфизма. 

Для всякого простого числа р обозначим через @,(р). 
максимальную факторгруппу группы Gp, являющуюся про- 


~ 


Это позволяет определить гомоморфизмы С-модулей 


в:К+* >71 (<) ФЕ! и №7(@ ФЕ >k", 


в (а) = У 54; и 5[ 2 5® 4+) — Ха" 
564 5Е 4 


полагая 


(группа Z(G) Q k* рассматривается здесь как С-модуль, опе- 
раторы на котором действуют как g(s © а) = gs © а). Легко 
видеть, что эти гомоморфизмы SOPAN друг другу и, следова- 
тельно, определяют изоморфизм К“ œ~Z(G)Q k+. Вспоминая 


определение индуцированного модуля, получаем, что К* инду- 
цирован с единичной подгруппы, а следовательно, в силу пред- 
ложения 10 гл. I группы когомологий его тривиальны. — Грим. 
перев. 

Á Г) Определение когомологий Тейта (или модифицированных 
Е групп) см. [М], стр. 289. — Прим. перев. 

2) Определение EEEN Брауэра смотри также в книге Бур- 
баки [4*], гл. 8, $ 10, п. 4. О когомологической интерпретации 
`этой группы с помощью системы факторов см., например, Ван 
дер Варден [1*], $ 133. — Прим. перев. 
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—---. 


р-группой; группа @,(р) есть группа Галуа расширения 
k (р)/Е; это расширение называется максимальным р-рас- 
ширением поля k. Мы дадим некоторые критерии, позво- 
ляющие вычислять когомологическую размерность групп G, 
и @,(р), ср. гл. 1, 8 3. 


2.1. Один вспомогательный результат 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть G — проконечная группа, 
а (р) = G|N — наибольшая факторгруппа G, являю- 
щаяся про-р-группой. Предположим, что са,(№) < 1. 
Гогда каноническое отображение 


НУ (С (р), Z/pZ)—> H’ (G, Z|pZ) 


является изоморфизмом. В частности, cd(G(p))< 
< са, (G). 

ть N |M — максимальная факторгруппа N, являю- 
щаяся про-р-группой. Легко видеть, что М — нормальный 
делитель в группе G и что G/M — про-р-группа. Отсюда 
получаем, используя определение группы G (р), что М = М. 
Таким образом, каждый морфизм N в р-группу тривиален. 
В частности, Н1(М№, 7/р7)=0. С другой. стороны, no- 
скольку с4,(№)<1, то H’ (N, 7/р7)=0 для i2. 
E S ES последовательность о E TO- 
казывает тогда, что гомоморфизм 


НЧ (GIN, 21р7)—> НЗ (G, Z|pZ) 


является изоморфизмом для всех а>0!). Неравенство 
са (G/N) < cd, (G) следует из предложения 21 гл. I. 


Упражнение. В условиях предложения 2 пусть А 
есть р-периодический С (р)-модуль. Показать, что KaHO- 
ническое отображение НУ(@(р), A)—> H1 (G, А) есть 
изоморфизм для Всех q 2.0. 


1) Действительно, спектральная последовательность Xox- 
шильда — Серра а точную последовательность кого- 
мологий (см. [М], стр. 395) 
0-> H? (G/H, МП) - НТ (G, М) -> H? (G/H, НУ (H, MGa 
Применяя ее к модулю Z/pZ и пользуясь тем, что Н\ (М, 2/ 0—0, 
{> 0, получаем то, что нужно. — lI pum. перев. 
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2.2. Случай, когда р совпадает с характеристикой 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Если k — поле характеристики р, то 
са, (G) <1 и са((,(р)) < 1. 

” Положим f (x)= x? — x. Отображение f аддитивно и 
определяет точную последовательность 


ОО. а. 0: 


Действительно, точность этой последовательности означает 
(по определению), что последовательность абелевых групп 


Е В 0 


_ точна, что легко проверить. Переходя к когомологиям, 
получаем точную последовательность 


H! (k, G) —>H?(k, 71р7)-> Н?(Е, G). 


В силу предложения! H? (k, Z/pZ)=0, т. e. H? (G, 2[р2)=0. 
Этот результат применим также к замкнутым подгруппам Gg 
(поскольку они являются группами Галуа) и, в частности, 
к силовским р-подгруппам. Если Н — такая группа, то, 
следовательно, сАа(Н) < 1 (ср. гл. I, предложение 21), 
откуда cd, (G) < 1 (гл. I, следствие 1 к предложению 14). 

Пусть м: ядро отображения @, —> Ч, (р); предыдущее 
рассуждение можно применить к AM и получить, что 
cd, (N)<1. Предложение 2 показывает тогда, что 


cd (Ц@,(р)) < са, (Gk) < 1, что и требовалось доказать. 


Следствие 1. Группа С,(р) является свободной npo- 
р-группой. 

Это вытекает из следствия 2 к предложению 24 гл. [. 

(Так как группа Н!(С,(р)) отождествляется с &Л (k), 
можно даже вычислить ранг этой группы.) 


Следствие 2 (Альберт — Хохшильд). Если №’ — pa- 
дикальное расширение поля k, то каноническое отоб pa- 
жение Вт (®) —> Br (k) сюръективно. 


Пусть А, — сепарабельное замыкание поля А’, содер- 
жащее k, Так как расширение А’/А радикально, группу С, 
можно отождествить с группой Галуа расширения А./Ё’. 
Имеют место’ равенства 


Br (k) =H? (Op А"), Br (k) = H(G, А). 
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: 
Кроме того, для любого хЕ^; существует такая степень q 


q 1, 
числа р, что x’ Ek; другими словами, группа А; fk; íB- 
ляется p ‘периодической. Поскольку cd,(G) <1, то 


H? 
(Gp, ks p a = 0 и точная когомологическая последо-^ 
 вательность показывает, что отображение H ас &;) > 


а" 
—>Н (Gp, ki) сюръективно, что и требовалось доказать. 


Замечание. В случае когда Е’ — радикальное pac- 
ширение поля k высоты 1, ядро отображения Вт (Ё)-> 
—> Br (k^) можно вычислить с помощью когомологий р-ал- 
гебры Ли AROPE ЗЕ поля А’ над k, ср. Хох- 
шильд [1]. 


2.3. Случай, когда р не совпадает с характеристикой 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. //усть Е — поле характеристики р, 
п — целое число, большее или равное 1. Следующие 
условия эквивалентны: 


(1) cd, (G) < п; 

(1) для любого алгеб раического расширения К поля Е 
H”! (K, @„)(р)=0 и группа Н"”(К, Ga) является 
р-делимой; 

(iii) то же утверждение, что и в (ii), для конечных 
сепарабельных расширений К|]Е степени, взаимно npo- 
стой с р. 

(Напомним, что для абелевой периодической группы А 
символом А(р) обозначается р-примарная компонента A.) 

Обозначим через и, группу корней р-й степени из l; 
эта группа содержится B k, Имеет место точная последо- 
вательность 

0 —> u, —> Gm —> 0-0, 


где символ „р“ означает возведение в р-ю степень 
в группе Gm- Заметим, что группа и, изоморфна Z/pZ 
(как абелева: группа —в общем случае G, действует He- 
тривиально на |41,). Точная когомологическая последова- 


тельность показывает, что условие (ii) эквивалентно равен- 
crey H”I(K, и,) =0 для всех К; аналогичное утвер- 


ждение справедливо для (iii). 
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Предположим теперь, что с4,(@,) < п. Так как G, 
изоморфна замкнутой подгруппе группы @,, получаем, что 
са, (Ск) < и, откуда H”"+! (К, и) ==0. Таким образом, 
() (ii). Импликация (1) = (iii) тривиальна. Предположим 
теперь, что выполняется (iii). Пусть Н — силовская р-под- 
группа группы G, и К/А — соответствующее ей расши- 
penne. Тогда 


к E 


где К ‚ — конечные сепарабельные расширения А степени, 
взаимно простой с р. В силу условия (iii) ет (К, u) =0 
для всех Í, откуда НЕК Up) = 0, T. e. В бе Ц) = 0. 
Однако H является про-р-группой и, следовательно, может 
действовать на M, только тривиально; таким образом, 
группу и, можно отождествить с Z/pZ и предложение 21 


гл. | показывает, что са(Н) < п, откуда следует утвер- 
ждение (1), что и требовалось. 


5 3. ПОЛЯ, РАЗМЕРНОСТЬ КОТОРЫХ 
НЕ ПРЕВОСХОДИТ 1 


3.1. Определение 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть k — поле. Следующие условия 
эквивалентны: 


(i) имеет место неравенство cd (G) < 1; кроме того, 
если поле k характеристики р +0, то Вг(К)(р)=0 
для любого aneb раического расширения K fR; 

(1) Вг(К) =0 0д4я любого алгеб раического расшире- 
ния К/К; 

(iii) если LIK — конечное расширение Галуа и К anze- 
браично над k, то С(ЬК)-модуль L* когомологически 
тривиален '); E 

(iv) в условиях (ii) норменное отображение М№ик: 
[* —> К* сюръективно. 


') @— модуль А называется когомологически тривиальным, 
если для любого nEZ H” (G, А) =0, — Прим. перев. 
aY 
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Условия (i), Gi, Gii), (v) — те же формулировки, 
что и (1) — (iv), только ограницчиваемся конечными cena- 
рабельными расширениями КЁ. 

Эквивалентности (1)—(1”), (!)<(И”) следуют из Teo- 
ремы Альберта — Хохшильда, доказанной в п. 2.2. Импли- 
кации (i) (ii) ‘следуют из предложений 3 и 4. Эквива- 


лентности 
GNS iN <= (У) 


доказаны в [CL], стр. 169". С другой стороны, если 
поле А удовлетворяет условию (ii), то этому же условию 
удовлетворяет также любое его алгебраическое расшире- 
ние, которое, следовательно, удовлетворяет и условиям (И”) 
и (iii^). Значит, для поля А выполняется условие (iii). Ana- 
логичное рассуждение доказывает равносильность (1) <> (iv), 
что и требовалось доказать. 


Замечание. Как отметил М. Ауслендер, для выпол- 
нения условий (1) — (iv) одного условия Br(k)= 0 Henro- 
статочно. Действительно, пусть А, — поле характеристики 
нуль, алгебраически незамкнутое, размерности Í и не имею- 
щее никаких нетривиальных абелевых расширений (напри-_ 
мер, максимальное разрешимое расширение поля Q). Ho- 
ложим k= А, ((Г)). Тогда Вт (®) =0, ср. [CL], теорема 2, 
стр. 194, и легко видеть, что существует конечное рас- 
ширение А’ поля k, для которого ок следова- 
тельно, dim (А) >. 2. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ. [Г0ворят, что поле P имеет размер- 
ность, не превосходящую 1, если оно удовлетворяеть 
эквивалентным условиям предложения 5. 


1) Докажем эти эквивалентности, (iii) = (iv) следует из 
определения групп Л, так как H? (G, [*) =0. Аналогично, так 
как Н? (G, L*) =); переходя к пределу по расширениям Галуа L, 
получаем (iii) = (1 ). Наоборот, предположим, что выполнено (1”) 
(соответственно (111’)). Для любой подгруппы На G тогда 


В? (H, L*) = 0 (соответственно Но (H, [*) =0). Так как, с apy- 
гой стороны, в силу предложения 1 H! (H, L*) =0, искомая nM- 
пликация вытекает из следующего общего результата: С-мо- 
дуль А когомологически тривиален тогда и только тогда, когда 
для любой силовской подгруппы р-подгруппы G, G 
НУ (С, А) =0 для двух соседних целых чисел 4 (cm. С). — 
Прим. перев. 
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Мы пишем тогда dim (А) < 1 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. (а) Любое алгеб раическое расширение 
поля размерности, не превосходящей 1, имеет также 
размерность, не превосходящую 1. 


(6) Пусть k — совершенное поле. Для того чтобы 
dim (k) < 1, необ ходимо и достаточно, чтобы са (G) < 1. 
Утверждение (а) тривиально. Для доказательства (6) 
заметим, что если поле k совершенно, то отображение 
x—> x’ является биекцией k* на себя; отсюда следует, что 


р-компонента группы H’ (k, в равна нулю, в частности 
Br (k)(p)= 0. Так как это рассуждение можно применить 
к любому алгебраическому расширению К/А, мы видим, 
что условие (i) предложения 5 сводится к условию 
са(@,) < 1, что и требовалось доказать. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. /Густь К — поле, т (®) <1 и p— 
простое число. Тогда са(@,(р)) < 1. 


Пусть С, (р) = G/N. Так как са (G}) < 1, то са (№<1 
и предложение 2 показывает, что с4(@,/М№) < са, (Gp), 
откуда следует утверждение. 


3.2. Связь со свойством (С!) 


Это свойство формулируется следующим образом: 
(C) Любое уравнение f (Xi, ..., X ) = 0, где f — одно- 
родный многочлен степени d < п с коэффициентами 
_в поле Е, имеет нетривиальное решение в k”. 
Мы увидим примеры таких полей в п. 3.3. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. /Густь № — поле, удовлетворяющее 
условию (C). Тогда: 


(а) каждое алгеб раическое расшарения К’ поля k 
также удовлетворяет (C); 

(6) если LIK — конечное расширение u К алгеб раично 
над Е, то Мик (№) =К*. 

Для доказательства утверждения (а) можно предполо- 
жить, что расширение k’. конечно над А. Пусть ЕР (х) — 
однородный многочлен степени d от п переменных с коэф- 
фициентами из А’. Положим f(x)= Np kF (x); возьмем 
базис е,,..., е„ расширения А’/№ и выразим х через этот 
базис. Тогда f отождествляется с однородным многочле- 
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ном степени dm от пт переменных с коэффициентами из А. 
Если а < п, то ат < пт и х является нулем этого много- 
члена. Это означает, что Ng'kF (x)= 0, откуда РЁ (х) =0. 

Предположим теперь, что мы находимся в условиях 
_ утверждения (6), и пусть a € К*. Положим а=[Ё:К] и 
рассмотрим уравнение 


N (Хх) ==ах8. .. где - ЕЁ; ЕК: 


Это однородное уравнение степени d от d- 1 переменных. 
Так как в силу (а) поле К удовлетворяет условию (C), 
это уравнение имеет нетривиальное решение (х, Xo) 
Если бы ху был нулем, то N (x) равнялся бы нулю, OT- 
куда x= 0 — противоречие. Таким образом, х-=0 и 
N (х/ху) = а, что доказывает сюръективность нормы. 


Следствие. Если поле Е удовлетворяет условию (C), 
то т (®) <1 и степень [Е : ЕР] равна 1 или p. 


Предыдущее предложение показывает, что поле А удо- 
влетворяет условию (iv) предложения 5. Таким образом, 
dim (k) < 1. С другой стороны, предположим, что k Æ RP, 
и пусть К — радикальное расширение поля А степени р. 
Согласно предыдущему предложению, ЛМ(К)=А. Но 
№(К)=К?. Следовательно, K? =k, откуда К? =? и 
[2] =: К] = р. 


ь\ 
Замечания. 1. Соотношение „[А: АР] =1 или р“ 
можно выразить по-другому, сказав, что любое радикаль- 


et 
ное расширение А имеет вид k? , где i= 0, 1,..., œ. 


2. Дж. Акс [1] доказал, что обращение следствия не- 
верно: существует поле А характеристики нуль и размер- 
ности 1, не удовлетворяющее условию (C). Чтобы no- 
строить его, рассмотрим сначала поле А, характеристики 
нуль, содержащее корни из единицы и такое, что группа 
Галуа G (k/ko) изоморфна Z, X Z. Легко построить одно- 
родный многочлен f(X, У) степени 5 с коэффициентами. 
в kọ который не представляет нуль. Пусть k, = ko( (T) ), 
и пусть k— поле, полученное присоединением к А, корней | 
степени n из Г для всех п, не делящихся на 5. Тогда 


G (k/k) = Z; X G (ko/ko) = Z; X Z, X Za, 
f fse 
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так что dim (k)= 1. С другой стороны, многочлен 
| 5 
Ая, И... Y9 = A TSX, У) 


имеет степень 5 и не представляет нуля. Поэтому АЕ не 
обладает‘ свойством (С.). 

Аналогично, но сложнее Акс строит даже поле А раз- 
мерности 1, не удовлетворяющее условию (С,)!) ни для 
какого г. 


Упражнение. Построить поле №, для которого 
dim (k) <Ти [k: А] > р. 


3.3. Примеры полей размерности, не превосходящей 1 


(а) Конечное поле — поле типа (С/) (теорема Шевалле ?)). 
В частности, оно имеет размерность, не превосходящую 1. 

(6) Расширение степени трансцендентности | алгебраи- 
чески замкнутого поля есть поле типа (C) (теорема 
Тзена 3)). В частности, ... ит. д. 

(в) Пусть К — поле с дискретным нормированием, поле 
вычетов которого алгебраически замкнуто. Предположим, 


что К 2гензелево“) и что К сепарабельно над К. Тогда 
К удовлетворяет условию (C) (теорема Ленга [1]). В част- 
ности, это относится к максимальному неразветвленному 
расширению локального поля с совершенным полем вычетов. 

(г) Пусть А — алгебраическое расширение поля Q. 3a- 
пишем k amami где А; конечны над Q, и обозначим 


1) См. ниже п. 4.5. — Прим. перев. 

2) См. Боревич, Шафаревич [1*], стр. 15. — (Грим. перев. 

3) См. Ленг [1]. — Грим. перев. . 

4) То есть К является полем частных гензелева кольца. KoM- 
мутативное локальное кольцо называется гензелевым, если для 
него выполняется лемма Гензеля: если ГЕА[ — унитарный 
многочлен с коэффициентами в А, a E АлнА (ni — максимальный 
_идеал А)—простой корень полинома ГС Али А [t] (образа f при 
каноническом гомоморфизме A [ć]-> АлиА [1 |), то f имеет 
корень а, индуцирующий а. Например, полное локальное кольцо 
(в частности, кольцо р-адических чисел, кольцо формальных 
степенных рядов) гензелево. О теории таких колец см. Гро- 
тендик [4], гл. 4, № 32, 1967. — (Грим. перев. 
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через У; множество „точек“ поля k; („точку“ числового 

поля можно определить как топологию на этом поле, опре- 

деляемую нетривиальным нормированием). Пусть V == lim V}. 
—— 


Если 9ЕИ, то точка -U индуцирует точку на каждом 
поле А; и определяет тем самым пополнение (^;),. Положим 


По (Е) = HOK [k v: 09.1. 


Это „сверхнатуральное“ число (ср. гл. I, п. 1.3) назы- 
вается степенью поля k в тоцке v. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Густь k — алгеб раическое расшире- 
ние поля Q и р— простое число. Предположим, что 
p#2 или что поле k чисто мнимо. Если для каждой 
точки v поля Е показатель р в локальной степени п, (К) 
бесконечен, то cd, (Q) < 1. 


[Поле называется „чисто мнимым“, если оно не может 
быть погружено в R. Это означает, что n,(k)=2 для 
каждой точки. k, определяемой архимедовым нормирова-. 
нием. ] | 


ДоказАТЕЛЬСТВО. Прежде всего докажем, что р-при-, 
марная компонента группы Br (k) равна нулю. Пусть xEBr (k) 
и рх=0. Так как k= lim k;,, то Br(k)= Ит Вт (®;) и x 

—» 


определяется некоторым элементом хоЕ Вг(®,). Однако 
известно (ср., например, Артин, Тэйт [1]), что всякий 
элемент группы Брауэра числового поля определяется. 
своими локальными образами, которые задаются инвариан- 
tamy, принадлежащими группе ©/7'). 

Если i > ipẹ то образ x (Г элемента х в группе Br (k;) 
имеет вполне определенные локальные инварианты; обо- 
значим через W, подмножество V}, образованное точками, . 
`в которых локальный инвариант х(Г) отличен от нуля. 
Множества W, образуют проективную систему (для i > ip); 


1) Канонические вложения k —> Е; индуцируют гомоморфизм 
ф: Br (> Нав (Ё;). Легко видеть, что [i можно заменить 


на И, и из глобальной теории полей классов следует, что 
ф — вложение. С другой стороны, локальная теория полей клас- 
сов показывает, что Br (k;) = 9/7 (ср. далее, стр. 110). — Грим. 
перев. 
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покажем, что Пт №, = Ø. Действительно, если v €E Им W;, 
= 


=—— 
то образ элемента х в каждой группе Брауэра Br ( (®;),) 
отличен от нуля. Однако известно, что при расширении 
локального поля инвариант элемента группы Брауэра умно- 
жается, на степень расширения (ср. [CL], стр. 201). Если 
теперь © — неархимедова точка, то р” делит N,(k) и для 
достаточно большого { степень (ki), над (ki J делится 
на р, отсюда следует, что инвариант х (i) в точке U равен 
нулю, что противоречит сделанному предположению. Ана- 
логично если точка UV архимедова (что возможно только 
при p= 2), то для достаточно больших # поля (^;), CO- 
впадают с С и инвариант x(i) в точке U снова нулевой. 
Итак, Ит lim W, = Ø, а так как W;— конечные множества, 


отсюда “следует, что №, = Ø для достаточно большого # 
(ср. гл; l, an- 1.4, лемма 3), откуда х/=0и х=0. 
Таким образом, доказано, что Вг(А)(р)=0. 

Аналогичные рассуждения показывают, что Br (k^) (р)=0 
для любого алгебраического расширения А’ поля k. Tpu- 
меняя предложение 4, получаем, что cd,(G,)< 1, что и 
требовалось доказать. | 


Следствие. Если поле k чисто мнимо и локальная 
степень а неархимедовой точки равна со, то 
dim (k) < 

a поле k совершенно и cd, (G) <1 для 
любого р, остается применить предложение 6. 

Замечание. Неизвестно, обязательно ли поле А, удо- 


влетворяющее условиям сформулированного ’следствия, 
будет полем типа (С.). 


Упражнение. Доказать утверждение, обратное прел- 
ложению 9 (использовать сюръективность канонического 
отображения Br (k)— Br (®,)). 


$ 4. ТЕОРЕМЫ ПЕРЕХОДА K РАСШИРЕНИЯМ 
4.1. Алгебраические расширения 


ПредложЕниЕ 10. Пусть К’ — алгеб раическое расши- 
рение поля k и р-— простое число. Тогда сар(Ць,) < 
< с4,(Ц,), причем равенство имеет место в следующих 


двух случаях: 
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(i) степень [k": k], взаимно проста с р; 

(ii) cd, (G) < со u [k": k]; < œ. 

Группа Галуа Gg отождествляется с подгруппой группы 
Галуа G, индекса [^’: k]; Утверждение следует теперь из 
предложения 14 гл. L 


4.2. Трансцендентные расширения 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. /Густь К’ —- расширение поля k cme- 
пени трансцендентности N. Для любого простого 


числа р 
cdp (G) < М + cdp (Gp). 


Равенство имеет место в случае, когда с4,(@,) < осо, 
поле К’ конечного типа над k u р отлично от харак- 


теристики поля R. 
В силу предложения 10 можно ограничиться случаем 


k' = k(t), тогда N = 1. Пусть k обозначает ‚алгебраиче- 


ское замыкание поля k; тогда k — нормальное расширение 
с группой Галуа С,, линейно-свободное с расширением 
к (0). Отсюда следует, что группа Галуа расширения 
k (H/k (f) отождествляется с группой С,. С другой сто- 
роны, если Н обозначает группу Галуа расширения 


k (DJk (р, то теорема Тзена показывает, что са(Н) <1. 


k(t) 
k kR (£) 
в Rak 


Так как Сь /H = Gg, то искомое неравенство следует из 
предложения 15 гл. 1. | 

Осталось показать, что, когда с4,(Ц») < со и р от- 
лично от характеристики А, имеет место равенство. За- 
меним С, одной из ее силовских р-подгрупп; тогда можно 
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считать G, про-р-группой, которая должна действовать на. 
группу корней р-й степени из единицы и, тривиально, 
что показывает, что корни р-Й степени из 1 принадлежат 
полю k. 
а+1 
Положим d = cd, (G,). Покажем, что H°™ (Ge, wp) Æ 0, 
‚ откуда будет следовать нужное нам равенство. Спектраль- 


ная последовательность расширений групп (ср. гл. l, п. 3.3) 
показывает прежде всего, что 


H+! (бь, üp =H HG; H! (H, u,)). 


Однако H! (H, u) = H! (k (f), up). Положим для простоты 
записи K= k(t). Точная последовательность 9 —> и, 
—> Gm > Gm —> 0, примененная к полю К, показывает, 
/ p 
что H!(K, и) =К*|К*, и этот изоморфизм согласован 
c действием группы о Таким образом, 
4+1 р 
HET (Op ho aH (Or KK’). 
Пусть w : К*-> Z — нормирование поля K =k (t), опреде- 
ляемое некоторым элементом поля k (например, нулем); 
переход к факторгруппе определяет сюръективный TOMO- 


морфизм К*/К*Р —> 7/р7, который согласован с действием 
группы С,. Таким образом, имеем гомоморфизм 


H’ (Gp, К*/К*?)> H° (ь, Z/pZ), 
который к тому же сюрьективен (так как с4,(Ц,) < а). 
Но так как быт ро - р-группа, H? (G,, Z/pZ) +0. Or- 
сюда вытекает, что H? (Gp, К*/К*?) +0, а следовательно, 
ВО. и) == 0, что и требовалось доказать. 


Следствие. Если Е — поле функций от одной nepe- 
менной над конечным полем или поле функций от двух 
переменных над алгебраически замкнутым полем, то 
cd (G y =, 


(Под ‚полем функций OT г переменных над полем ko“ 
понимается расширение конечного типа поля А степени 
трансцендентности г.) 

Это следует из того, что са(@ь) есть 1 (соответ- 
ственно 0), когда Ау конечное (соответственно алгебраически 
замкнутое) поле. 
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Замечание. Предположим, что с4,(Ц,) = оо. Как 


доказал Дж. Акс [1], в этом случае са, (Ць’) = со для 
любого чисто трансцендентного расширения А’ поля k. 
Аналогичное замечание применимо и к предложению 19, 
сформулированному ниже. \ 


Z 


4.3. Локальные поля 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть К — поле, полное относи- 
тельно дискретного нормирования, с совершенным полем 
вычетов k. Для любого простого числа р 


са, (@ю <1- са, (0»). 


Если с4,(Ц,) < со и р отлично от характеристики 
поля k, то в предыдущей формуле имеет место равен- 
ство. 

Доказательство аналогично изложенному выше. Возьмем 
максимальное неразветвленное расширение К,„, поля К. 
Группа Галуа этого расширения отождествляется с груп- 
пой Gp; с другой стороны, когомологическая размерность 
группы Галуа расширения К’./К»„, не больше 1 (ср. п. 3.3, 
а также [CL], гл. 12). Применяя предложение 15 из гл. I, 
получаем с4,(@ к) < 1- са, ((,). 

Если 4 =с4,(Ц,) конечно и р взаимно просто с харак- 
теристикой К, то все сводится, как и выше, к случаю, 
когда @, — про-р-группа. Вычисляя Яма Ц), nony- 
чаем, что 


HS (Ск, ЕЯ: (Gr, КК 


Нормирование поля К„, определяет сюръективный rOMO- 
морфизм na 


* +P 
KK = Z/pzZ, 
откуда следует сюръективность гомоморфизма 


H° (Or, К",|К»ь) > Н“(бь, Z/pZ). 


а+!1 ка. 
Это показывает, что H ` (Ок, Ир) == 0, что и требовалось 
доказать. | 
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Следствие. Если поле К является р-адическим, то 


Действительно, соответствующее поле вычетов — ко- 
нечное поле, а следовательно, его размерность равна 1. 


4.4. Когомологическая размерность группы Галуа 
поля алгебраических чисел 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть К — поле алгебраических 
чисел. Если р--2 или поле Е чисто мнимо, то 
cdp (Gg) < 2. ~ 


Доказательство основано на следующей лемме: 


Jemma 1. Для любого простого числа р существует 
абелево расширение К поля Q, группа Галуа которого 
изоморфна Z, а локальная степень п,(К) равна р” для 


любого нормирования v поля К. 


(Так как К — расширение Галуа поля Q, локальная 
степень й,(К) точки v поля К зависит только от точки 
поля Q, индуцированной точкой V; если последняя опре- 
деляется простым числом l, то мы пишем п, (К) вместо 
п, (К).) 

Обозначим сначала через @(р) поле, полученное при- 
соединением к Q корней из 1 степени рб для некоторого Q. 
Хорошо известно („неприволимость многочленов деления 
круга“), что группа Галуа этого расширения канонически 
отождествляется с группой единиц U, поля Q, t). Кроме 


того, группа разложения D, простого числа l совпадает 
со всей группой И», если [ —=р, и с замыканием NMOL- 


группы из И» порожденной [, если l р (ср. [CL], 


1) Пусть Q (р”) обозначает расширение Q, полученное при- 
‚ соединением корней р”-й степени из 1. Известно, что группа 
Галуа этого расширения является подгруппой группы (2/р”2)* 
(Бурбаки [3*], гл. 5, $ 11, п. 2, предложение 2). С другой сто- 
роны, неприводимость многочлена деления круга над полем Q- 
(см., например, Ван дер Варден [1*], т. 1, $ 53) показывает, что 
порядок расширения © (р”) совпадает с порядком группы (7/р"7)* 
„Переходя теперь к пределу по т“, получаем нужный нам резуль- 
тат. — Грим. перев. 
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стр. 85) '). В любом случае мы видим, что группа D, 
бесконечна, откуда следует, что ее порядок делится на р”. 
Заметим теперь, что И, есть прямое произведение конеч- 


ной группы на группу Z, (ср., например, [CL], стр. 220)?). 
Это разложение определяет подполе К поля Q (р), такое, 
что. G (KQ) = Zp. Так как [9 (р):К] конечно, локальные 


степени К/@ должны быть равны р”, что завершает до- 
казательство леммы. 
Вернемся теперь к предложению 13. Пусть К — поле, 
обладающее свойствами, сформулированными в лемме 1, 
и пусть [, — композит К с k. Группа Галуа L/k отожде- 
ствляется с замкнутой подгруппой конечного индекса 
группы G (К /@); отсюда следует, что она сама изоморфна Z. 


Это же рассуждение показывает, что локальные ‘степени 
неархимедовых точек поля К равны р”. В силу предложения 
9 са,((,)<1. Так как, с другой стороны, с4,(й,) < 1, 
предложение 15 гл. I показывает, что с4,(@,) <2, что и 
требовалось доказать. 


1) Действительно, пусть К = О; — поле [-адических чисел, 
К„ — расширение К, полученное присоединением корней п-й 
степени из l. Покажем, что если (п, L) = 1, то G (К„/К) = 7/п7, 
а если n= l”, то G (К„/К) = (Z/nZ)*, откуда нужный результат 
получается переходом к пределу по степеням р. 

В первом случае легко видеть, что расширение К„/К нераз- 
ветвлено, поэтому его группа Галуа канонически изоморфна 
группе Галуа расширения степени п поля вычетов К, которая 
канонически отождествляется с Z/NZ (см. Ленг [4*], гл. 2, $ 4). 

Во втором случае, так как С (К„/К) содержится в (7/п7)* 
(Бурбаки [3*], гл. 5, $ 11, предложение 2), достаточно показать, 
что степень расширения К„/К совпадает с числом ф (п) = [(Z/n2)*]. 


à ' т-—1 
Пусть г — корень п-й степени из единицы. Положим и = г!’ ; 


так как это примитивный корень {-й степени из единицы, он удо- 
влетворяет уравнению u~! и? ... +1=0, те. 


Е (2) = Е = 1=0. 


Легко видеть, что n = Z + 1 будет корнем многочлена F (1 - г), 
который есть многочлен Эйзенштейна степени Q (п). Остается 
воспользоваться его неприводимостью для Q; (Ленг [4*], гл. 2, 
$5) и заметить. что л так же, как и г. порождает Kp — Прим. 
перев. 
2) См. также Ленг [4*], гл..2, $ 3.. 
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4.5. Свойство (С,) 


Это свойство аналогично свойству (С!) из п. 8.2. 
(С,) Каждое однородное уравнение Г (х|,..., XL) =0 
‘степени d с коэффициентами из поля Е имеет нетри- 
виальное решение в k”, если п > d. 

Выше мы видели, что (C) = dim (k) < 1= са (G) < 1. 
Если г > 2, то неизвестно, влечет ли свойство (С,) выпол- 
нение неравенства с4 (С ,) < г, однако это кажется вполне 
возможным. = 

В любом случае свойство (С,) гарантирует выполнение 
условий теорем ‚перехода к расширениям“ аналогично | 
тому, что доказано в п. 4.1 и 4.2. Более точно: 

(а) Если А’— алгебраическое расширение поля k и 
поле k обладает свойством (С,), то А’— также поле 
типа (С,). (Доказательство нетрудно, ср. диссертацию 
Ленга [1].) 

(6) Более общо, если k’ — расширение поля А степени 
трансцендентности MN и А удовлетворяет условию (C,), 
то А’ удовлетворяет (С,, м) (ср. диссертацию Ленга [1] 
и дополнение Нагаты [1)). | 

Напротив, неизвестно, можно ли доказать утверждение, 
аналогичное предложению 12. Для этого нужно было бы 
доказать, что если К — локальное поле, поле вычетов ко- 
торого удовлетворяет (С,), то К само типа (С, 1); OT- 
сюда бы следовало, например, что р-адическое поле — поле 
типа (С.), что пока не доказано !) (известно только, что 
р-адическое поле удовлетворяет свойству (C) для одно- 
родных многочленов степени d< 3). Тем более неизвестно, 
_ обладает ли всякое чисто мнимое поле свойством (С.). 

Свойство (С.) имеет некоторые следствия, полезные 
при изучении классических групп (которые часто можно 
доказать и непосредственно). 

(1) Каждая квадратичная форма от 5 переменных над k 
представляет 0. Это позволяет полностью классифициро- 
вать квадратичные формы над А по их рангу, дискрими- 
нанту и инварианту Минковского — Хассе — Витта, cp., 
например, Витт [1]. | 


1) Эта гипотеза опровергнута Тержаняном (Terjanian) сна- 
чала для р==2, а затем и для всех остальных значений р. — 
Прим. ред. 
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(2) Если D — тело с центром №, конечное над k, то 
приведенная норма Nea: D*—> А* сюръективна. 

Это непосредственное следствие условия (С.): если 
положить N? = [О : А] иаЕ**, то уравнение Neg (х) =at” 
однородно степени п от п? 1 неизвестных; оно имеет 
нетривиальное решение, а это показывает, что 4 E Im (Nirea). 

В случае если ‘каждое алгебраическое расширение k’ 
поля k удовлетворяет условиям (1) и (2), мы говорим, 


у / 
что А удовлетворяет условию (Cə). Легко показать (соот- 
ветственно трудно), что р-адическое поле (соответственно 


чисто мнимое) удовлетворяет условию (Co). 


$ 5. Р-АДИЧЕСКИЕ ПОЛЯ 


На всем протяжении этого параграфа А обозначает 
поле р-адических чисел, т. e. некоторое конечное pac- 
щирение поля Q, Каждое такое поле является полным 
относительно дискретного нормирования V, и его поле 
вычетов А является конечным расширением Е ‚у простого 


поля F, Поле А локально компактно. 


5.1. Напоминания 


(а) Структура мультипликативной группы R*. 
Пусть U (k) обозначает группу единиц поля k. Тогда имеет 
место. точная последовательность 


Юй 0: 


Группу U (k) можно рассматривать как некоторую KOM- 
мутативную компактную аналитическую группу, опреде- 
ленную над полем Q, Ее размерность N равна степени 
[k : Q,]. Согласно теории Ли, группа U (k) изоморфна npo- 
изведению некоторой конечной группы F на группу (Z,)™. 
Очевидно, что F совпадает. с группой корней из единицы, 
содержащихся в k, в частности F — циклическая группа. 

Из такого расщепления группы А” следует, что для 
любого п > 1 факторгруппа К" конечна, и нетрудно 
вычислить ее порядок. 
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(6) Когомологическая размерность группы Галуа G, 


алгебраического замыкания k/k равна 2 (см. п. 4. 3, 
следствие предложения 12). 

(в) Группа Брауэра Вт (k) = H? (k, Gmn) отождествля- 
ется с группой 9/7, см. [CL], гл. ХШ. Напомним кратко, 
как происходит это отождествление. Обозначим через 
^„‚ максимальное неразветвленное расширение поля А. . 
Прежде всего доказывается, что Вг(А) = H? (kr/k, Ош), 
иначе говоря, каждый элемент из Br (k) распадается над He- 
которым неразветвленным расширением. Далее, нормирова- 
ние v задает изоморфизм H?(k,,/k, @и)—> H? (Е, Z). 
Так как G (ЕВ) =, группа Н?(„,/, Z) может быть 
отождествлена с группой Q/Z, что дает искомый изо- 
морфизм. | 


_ 65.2. Когомологии конечных (,-модулей 


Здесь и всюду в дальнейшем через u, обозначается 


группа корней п-й степени из l в А. Группа u, очевид- 
ным образом снабжена структурой С,-модуля. 


Лемма 2. Имеют место равенства H! (k, u) = k*k”, 
H? (k, и) = Z/nZ и H'(k, и,)=0 для каждого #23. 
В частности, все группы H’ (k, Un) конечны. 


В точной последовательности когомологий, соответст- 
вующей точной. последовательности групп (см. п. 2. 3) 


9—5, —>0О.-> (@.->0, 


имеем H? (k, Go =E, Mik Go A= 0 A eG a= 
Отсюда определяются группы Н'(А, u,) #<2. бай 
> 3 тривиален, поскольку са (G,) = 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. //усть А -— конечный (Ц,-модуль, 
тогда группы H” (k, А) конечны для всех п. 


Очевидно, существует такое конечное расширение Га- 
луа К поля А, что модуль А становится изоморфным (как 
С,-модуль) некоторой прямой. сумме модулей вида Up- 
В силу леммы 2. все группы Н7(К, А) конечны. Из спек- 
тральной последовательности 


H’ (G (Kik), НК, А)) > H" (k, А) 
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следует тогда; что группы Н”(Ё А) также конечны. 
В частности, группы H? (k, А) конечны, что позволяет на 
основании результатов гл. Г, п. 3. 5, определить для группы 
G, дуализирующий модуль Г. 


Теорема 1. Дуализирующий модуль [ изоморфен мо- 
дулю п, Являющемуся объединением всех Hn» RZL 


Отметим, что u изоморфен Q/Z как абелева группа, 
но не как С,-модуль. 

Для упрощения обозначений положим G = G,. Пусть 
п — целое число, большее или равное 1, и /, — подмо- 
дуль модуля l, порожденный элементами, которые анну- 
лируются умножением на п. Известно, что модуль l ABNA- 
ется также дуализирующим модулем для произвольной 
подгруппы H группы G, а группа Homy (Up, Ln) = 
— Нотр (Un, /) двойственна группе Н?(Н, и»). В силу 
леммы 2 последняя группа изоморфна Z/nZ (надо взять 
расширение поля №, соответствующее подгруппе H). 
В частности, Hom y (Up, ln) не зависит от H; это noka- 
зывает, что Hom (u,, Г,) = Z/nZ действует на эту группу 
тривиально. Пусть fp: и, >In — элемент из Hom (ци, Lp), 
соответствующий канонической образующей группы 1/17. 
Легко видеть, что Г, является изоморфизмом группы My 
на группу Г,, согласованным с действием @ на этих груп- 
пах. Устремляя n к бесконечности (мультипликативно!), 
получаем изоморфизм модуля M на модуль [, что дока- 
зывает теорему. | 

[Не обязательно даже проверять, что определенные 
выше изоморфизмы f, продолжают друг друга, достаточно 
применить лемму 3 гл. Г, п 1. 4, к проективной системе 


(Isom (un/a) }:] 

Теорема 2. Пусть А — конечный G- оду. Поло- 
жим А’ = Hom (А, в) = Hom (А, Gm). 

Гогда для каждого целого i, 90<%1<2, ч-произ- 
ведение 


Н' (k, A) X H? (k, А’) H? (k, и) = 9/72 


осуществляет двойственность между конечными pyn- 
namu 
НА u Ша. AN 
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При i= 2 это определение дуализирующего модуля. 
Случай i =0 сводится к случаю i= 2 заменой А на А’ 
с учетом того, что (A'Y = А. Из этих же соображений 
в случае {=1 достаточно доказать, что канонический 
гомоморфизм 


НИ, A)—> H! (k, А’ = Hom (H! (k, А^),0/2) 


инъективен. Но это „чисто формально“ следует из уже 
известных фактов. В самом деле, поскольку Н'(Ё, А) — 
стирающий функтор, А можно ‘вложить в некоторый 
С,-модуль В так, что соответствующий гомоморфизм 
H! (k, А) —> H! (k, В) будет нулевым. Полагая C = BJA, 
получаем коммутативную диаграмму 


H? (k, B)—> H? (k, С) > H! (k, А) 
= 
Н? (в, BY > Н? (В, С”)*-> Н\(Ё, А’). 


Так как а и В биективны и Ò сюръективен, Y должен 
быть инъективным, что и требовалось доказать. 


Замечания. 1. Предыдущая теорема двойственности 
‘принадлежит Тейту. В первоначальном’ доказательстве 
(воспроизведенном в заметках Ленга) Тейт вводил когомо- 
логии „торов“ и существенным образом использовал тео- 
ремы Накаямы (см. [CL], гл. IX). Пуату дал другое до- 
казательство этой теоремы, заключающееся в сведении 
с помошью „отвинчивания“ к случаю Å= u, (см. упраж- 
нение 1). | | 

2. В случае когда Е — поле формальных степенных 


рядов № ((Г)) над конечным полем А из pÍ элементов, 
приведенные выше результаты остаются в силе без вся- 
ких изменений, если порядок группы А взаимно прост 
с р. Для р-примарных модулей ситуация изменяется. . 
Группу A’ = Hom(A, Gm) надо интерпретировать в этом 
случае как алгебраическую группу размерности нуль (со- 
ответствующая алгебра может иметь нильпотентные эле- 
менты) и брать когомологии этой группы не в смысле 
когомологий Галуа (которые ничего не дают), а в смысле 
„радикальных“ когомологий. Более того, так как группа 
H! (k, А) не будет, вообще говоря, конечной, нужно. 
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снабдить ее некоторой топологией и взять группу непре- 
рывных характеров. Со всеми этими изменениями теорема 
двойственности сохраняется. Подробности см. в диссер- 
тации Шатца '). 


Упражнения. 1) Применяя теорему двойственности 
к модулю A= Z/nZ, показать, что получается новое до- 
казательство двойственности (известной в локальной тео- 
рии полей классов) между группами Hom (G,, Z/nZ) и 


&*|Е*”. В случае когда k содержит корни п-Й степени из 
единицы, группу А можно отождествить с группой А” == 
—и„. Показать, что получаемое таким образом отобра- 


жение А” X k*|k” —> 9/7 задается символом Гильберта 
(см. [CL], гл. XIV). 


2) Возьмем за А некоторое поле, полное относительно 
дискретного нормирования, поле вычетов А которого явля- 
ется квазиконечным (см. [CL], стр. 198)2). Показать, что 
в этом случае теоремы |! и 2 остаются в силе, если 
только ограничиваться конечными модулями, порядки ко- 
торых взаимно просты с характеристикой поля ko. 

3) „Чисто формальная“ часть доказательства теоремы 2 
является на самом деле некоторой теоремой о морфизмах 
когомологических функторов. Что это за теорема? 

_4) Показать непосредственно с использованием крите- 
pua Вердье (см. гл. IV, стр. 195), что G, является стро- 
гой группой Коэна—Маколея. Вывести отсюда другое до- 
казательство теоремы 2. 


5.3. Первые приложения 


Предложение 15. Строгая когомологическая ОМА: 
ность группы G, равна 2. 


Действительно, группа H? (G, Г) = H? (Gp, u) совпа- 
дает с группой всех корней из единицы, содержащихся 
в №. Следовательно, в силу п. 5.1 она конечна. В таком 
случае предложение вытекает из предложения 19 гл. I 


') См. Шатц [1]. — Грим. перев. 
2) Поле А называется квазиконечным, ‘если оно совершенно 


и группа Галуа его алгебраического замыкания С (k/k) изоморфна 
свободной проконечной группе Z. — Прим. перев. 


8 Зак. 1202 
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Предложение 16. Для всякого абелева многообразия 
А, определенного над Е, имеет место равенство H? (Е, А) == 


Для каждого п > 1 обозначим через А, подгруппу 
группы А, являющуюся ядром гомоморфизма умножения на 
п. Непосредственно видно, что Н?(А, А) == = lim H’ (k, Ay- 


Согласно теореме двойственности, группа НА (k, А„) двой- 
ственна группе Н%(®,А,). С другой стороны, если обо- 


значить через В абелево ‘многообразие, двойственное 
к А (в смысле двойственности абелевых многообразий), 
то известно, что группу А, можно отождествить с груп- 


пой В,. Все сводится, таким образом, к доказательству 


ТОГО, ЧТО 
lim H° (k, В,)=0. 
— 


Но В(Е)=НЭ(Е, В) — абелева компактная р-адическая 
группа Ли. Следовательно, ее периодическая подгруппа ` 
конечна. Таким образом, все Н°(Ё, В„) содержатся в puk- 
сированной конечной подгруппе группы В, откуда легко 
следует обращение в нуль группы lim Н° (А, B,). 

<— 


Замечание. Тейт доказал, что группу Н!(А, А) 
можно отождествить с группой, двойственной компактной 
группе H?(k, В). Не похоже, что этот результат следует 
просто из теоремы двойственности, доказанной в преды- 
дущем пункте. 

Упражнение. Пусть T — некоторый тор, определен- 
ный над k. Показать, что следующие условия эквивалентны: 

(i) группа T (k) компактна; 

(ii) всякий А-гомоморфизм T B Gm тривиален; 

(D ЕЕ Г) 0. 


5.4. Характеристика Эйлера — Пуанкаре 
(олеменурный случай) 


Пусть А - конечный Ць-модуль и Й’(А)— порядки 
конечных групп Н! (Gr, А). Положим 


z h? (А). 1? (A 
Е 
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Получим некоторое рациональное‘ число, большее 0, KOTO- 
рое называется характеристикой Эйлера — Пуанкаре 
модуля А. Пусть 0—> A—> B — C —> 0 — точная последо- 
вательность @,-модулей. Тогда легко видеть, что 


x (B) = x (A) - x (C). 


Это „аддитивность“ характеристики Эйлера — Пуанкаре. 
Тейт показал, что Х(А) зависит только от порядка а 
группы А (вернее, он установил, что Х(А)== 1/(0: av), 
где о обозначает кольцо целых элементов из k). Мы огра- 
ничимся пока одним элементарным частным случаем. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 17. Если порядок группы А взаимно 
прост с р, то y% (А) = l. 

Воспользуемся спектральной последовательностью, aC- 
социированной с башней расширений k —> knr >R. Известно, 
что группа Галуа G (kr/k) изоморфна Z . Обозначим через U 


группу Галуа G (k/k). Из теории групп ветвлений cie- 
дует, что силовская р-подгруппа_ U, группы U является 


нормальным делителем и факторгруппа U/U, изоморфна 
прямому произведению групп Z, [== р. Отсюда легко 


выводится, что группы Н'(И, А) конечны для всех [и 
обращаются в нуль при {>2. Спектральная последова- 
тельность 


НЕЕ, Н/ (В, А)) > Н" (Е, А) 
в таком случае имеет вид 
НИЯ, Hİ (U, А)) > H" (k, A). 
Из нее следует, что 
H? (k, А) = H? (2, H?(U, А)), H? (k, PT H! (U,-A)) 
и имеет место точная последовательность 
0-> H! (É, H°(U, А)) > H! (k, А)-> Ной, H' (U, А))>0, 


Воспользуемся теперь легко проверяемым фактом, что 
для всякого конечного Я-модуля М группы Н9(й, М) и 
H?! (Z, М) имеют одинаковое число элементов. Применяя 


8+ 
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это к группам. | | | 
М = HU; А) и: МЕРА (А), 
получаем, что h (А) = h? (A) - k? (A), откуда y (А) =1. 


Упражнение. Показать, что группа С, определен- 
ная в ходе доказательства предложения 17, является сво- 
бодной про-р-группой. Из этого следует, что для всякого 
периодического С,-модуля А имеет место ‘равенство 
H? (U, А) =0 при j > 2. Показать, что если А — Heny- 
левая р-группа, то группа Ы(И, А) уже не является 
конечной. | 


5.5. Неразветвленные когомологии 


Сохраним обозначения предыдущего пункта. С,-мо- 
‘дуль А будем называть неразветвленным, если группа 
(= G (kik, r) действует тривиально на А. Tak как 
G (kalk) =, то это позволяет рассматривать А как 7-мо- 
дуль. В частности, определены группы когомологий 
H' (kpr/k. А). Мы будем обозначать эти группы через 

SAN: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 18. Mycmo А — конечный неразветвлен- 
ный С,-модуль. Тогда 


(а) Ha (k, A)j= H’ (k, A); 

(6) группа H (k, А) отождествляется c подгруппой 
группы Н'(Ё, А) и порядок ее равен порядку группы. 
H? (k, A) 

(B) Hir (k: A)= 0 при i2. 

Утверждение (a) тривиально. Утверждение (6) следует 
из того, что группы H? (Z, А) и H! (Ē, А) имеют одина- 
ковое число элементов. Утверждение (в) следует из того, 
что когомологическая размерность 7 равна 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 19. Пусть А — конечный неразвет- 
вленный СЦ,-модуль, порядок которого взаимно прост 
с р. Тогда модуль А’ = Hom (А, u) обладает этими же 
свойствами. Более того, в двойственности между H?! (k, А) 
и Н' (k, A’) подгруппы Ну, (&, А) и Hi (k, А’ являются 
ортогональными дополнениями друг к другу. 
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Пусть u — подгруппа группы р, порожденная элемен- 
тами, порядки которых взаимно просты с р. Хорошо 


известно, что W является неразветвленным @,-модулем 
(каноническая образующая F группы G (#„,/®) = дейст- 
Byer на и по формуле À—>Àf, где 4 — число элементов 


поля вычетов k). Так как А’ = Hom (А, и), из этого TOT- 
час же следует HOP ASBETRIEHNOC TH модуля A’. 


Ясно, что w-nponssenenne Hyr (k, А) Ж Hi А) 
$H" (k, u) пропускается через группу Hg; (k, u), которая 
равна нулю. Отсюда следует, что группы Ну, (Ё, А) и 


H (k, А’) ортогональны. Чтобы доказать, что каждая из 
них является ортогональным дополнением к другой, доста- 
точно ПЕ что порядок h! (А) группы H! (k, А) равен 


nponaseZenmg htr (А). во, (А ^) порядков групп Ни (e A) u 
H}; (k, А’). Но из аа, 18 следует, что h}, (А)= 
=h’ (А) и аналогично й (А’ ) =’ (А Í В силу теоремы 
двойственности A? (A'^) = k? (А). Далее из Roro, что X% (А 
(см. npeowpHNE 17), получаем A! (A= h° (А). № (А)= 
=, (А). | (4’), что и требовалось доказать. 


Упражнение. Распространить предложения 1:18 
19 на полные относительно дискретного нормирования 
поля с квазиконечными полями вычетов. Можно ли сделать 
то же самое с предложениями 15 и 16? 


5.6. Группа Галуа максимального р-расширения поля # 


Пусть А(р)— максимальное р-расширение поля А 
в смысле $ 2. По определению группа Галуа G,(p) pac- 
ширения А (р)/® есть наибольшая факторгруппа группы G, 
являющаяся про-р-группой. 

Изучим структуру этой группы. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 20. /Густь А — р-примарный периодиче- 
ский О,-модуль. Тогда для всякого целого числа {> 0 
‘канонический гомоморфизм 


Н' (С, (р), АН! üe A 


является изоморфизмом. 
_ Воспользуемся следующей леммой: 
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ЛЕммА 3. Пусть К —алгеб раическое расширение поля k, 
степень которого делится на р”. Тогда Вг(К)(р)=0. 
Представим К в виде объединения конечных подрас- 
ширений Ka Тогда Вг(К) = lim Br (K). Кроме того, каждая 


группа Вг(Ко) изоморфна группе Q/Z, и если Кв со- 


держит Ko, то соответствующий гомоморфизм Br (Ka 
B Br (Кв ) является просто умножением на степень [Кв: Kal 


(см. ICE], стр. 201). Отсюда легко следует р 
леммы (ср. доказательство предложения 9, п. 3.3). 


Возвратимся к доказательству предложения 20. Поле k (р) 
содержит максимальное неразветвленное р-расширение 
поля k, группа Галуа которого изоморфна Z, и, следова- 


тельно, [k (р): Е] = р”. Условие леммы 3 выполнено, таким 
образом, для каждого алгебраического расширения К 


поля (р). Отсюда заключаем, что если / = G (kik (p))— 
группа Галуа замыкания поля k (р), то с4, (/) < 1, см. п. 2.3, 


предложение 4. Следовательно, Н*(/, А) = 0 для всех i> 2. 
Но группа H! (I, А) также равна нулю, поскольку любой 
гомоморфизм группы / в р-группу А тривиален (см. п. 2.1, 
доказательство предложения 2). Спектральная последова- 
тельность расширений групп показывает теперь, что все 
гомоморфизмы 


HOI А) Н' (С, А) 


являются изоморфизмами, что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА 3. Если поле k не содержит первооб разных 
корней р-й степени из единицы, то группа С,(р) является 
свободной про-р-группой ранга N + 1, где N = fk : Q. 


В силу предложения 20 имеет место равенство H? (С, (р), 
Z'!pZ)= H? (k, Z/pZ). По теореме двойственности послед- 
naa группа двойственна группе Н®(&, и,), которая по усло- 
вию теоремы равна нулю. Следовательно, НВ (р), 2/,7)=0. 
Это показывает, что группа С@,(р) свободна, см. гл. I, 
п. 4.2. Для вычисления ее ранга достаточно вычислить 
размерность группы H! (С, (р), Z/pZ), которая изоморфна 
группе H! (С ,, Z/ pZ). Согласно локальной теории полей клас- 
сов (или по теореме двойственности), группа H?! (С, Z/pZ) 


двойственная группе EIRA, которая в силу упоминаемых 
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в п. 5.1 результатов является векторным Е „пространством 
размерности № + 1. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 4. Если поле k содержит первооб разные 
корни р-й степени из.единицы, то группа С, (р) является 
про-р-группой Пуанкаре размерности 2 и имеет ранг. 
№М--2, где № =f[k:Q,]. Дуализирующим модулем для 
нее является р-примарная компонента и(р) группы 
корней из единицы и. 

По условию имеем H°(k, u,) = Z/pZ, откуда 
H? (Е, 7!р7) = 7[р7. Применяя предложение 20, полу- 
‚ чаем, что 


Н?(@, (р), ZIpZ)=Z/pZ и Н'(@,(р), 21р7) = 0 при #>2. 


Отсюда ‘уже следует, что cd, (Gg (p))=2. Для доказа- 
тельства того, что С,(р) есть группа Пуанкаре, осталось 
проверить, что «>-произведение 


H! (G,(p), 2/р7) X H! (С, (р), ZIpZ)—> 
—> H? (G; (p), 21р2) = Z|pZ. 


является невырожденной билинейной формой. Но это легко 
следует из предложения 20 и из аналогичного факта для 
когомологий поля № (нужно заметить, что группы и, и 
Z/|pZ изоморфны). 

Ранг группы G,(p) равен размерности H! (С, (р), 2/р2.) 
или размерности Е,-пространства REIR”, T e N42. 

Осталось доказать, что (p) является дуализирующим ` 
модулем для С ,(р). Для этого заметим прежде всего, что 
так как поле А содержит группу Mp, то поле, полученное 
присоединением к А корней р”-йЙ степени из единицы, 
является абелевым расширением степени, не превосходя- 
щей p”-!, и содержится, следовательно, в поле А(р). 
Отсюда следует, что u (р) является Ц, (р)-модулем и в силу 
предложения 20 


H? (G; (р), u (p)) = H? (k, и(р)) = (0/2) (р) = Q,/Z,. 
Пусть теперь А — некоторый конечный р-примарный 
С,(р)-модуль. Положим 

А’ = Ном (А, п) = Hom (А, ц(р)). 
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Группа А’ также является @, (р)-модулем. Если 0 <1<2, 
то «^-произведение определяет некоторое билинейное OTO- 
бражение 


Н' (G, (р), АЖН”"(@, (р), А) 
—> H? (G, (р), и(р)) = 92. 


Предложение 20 показывает, что это отображение 
совпадает с соответствующим отображением для когомологий 
всей группы G, и, согласно теореме 2, является, следова- 


тельно, двойственностью между группами H! (G (p) А) и 


H-A (р), А”. Таким образом, и (р) — дуализирующий 
модуль для С@,(р). Теорема доказана. 


СледствиЕ (Кавада). Группу С,(р) можно задать 
N +2 образующими и одним соотношением. 


Это вытекает из равенств 
dim H! (G, (р), 21р7) =N +2 


dim H? (G, (p), Z/pZ) = 1. 


Замечание. В действительности структура группы 
Сь(р) была полностью (за одним исключением) изучена 
Дёмушкиным. Он получил следующий результат: обозначим 
через р” наибольшую степень числа р, такую, что поле k- 
содержит корни этой степени из 1. [Тредположим, что 
p? #2 (при р-=2 это всегда так). Тогда в группе С» (р) 
можно выбрать образующие х/, ..., Xypo так что един- 
ственное соотношение г между ними имеет вид 


ГР (Хи, X3) -e (Snar Хм). 


[Здесь (x, у) обозначает хух-1у-!. Отметим, что из пред- 
положения р°==2 следует, что N четно.] 

При р=2, $=1 к настоящему времени разобран 
только случай нечетного N !). Соотношение г записывается 
здесь в виде 


r = 13 (Xa Xa) ee (Хм. £no). 


1) Случай четного N изучен в работах Дёмушкина [2*] и 
Лабюта [1*]. — I pum. ред. 


$ 5. р-адические поля 121 


В частности, если k= Q., то группа СЦ, (2) порождена 
тремя элементами х, у, 2, связанными соотношением 


х?у1 (у, 2) =1. 


За подробностями отсылаем к заметке Дёмушкина {R}; 
а также к докладу 252 в семинарах Бурбаки (Cepp [3])’ 


Упражнения. 1) Пусть А — совершенное поле 
характеристики р и 4 — группа Галуа А, над А. Обо- 
значим через (и„) группу корней n-ü степени из единицы, 
(п, р) =1, содержащихся в №, и через T (k) — проек- 
тивный предел групп (и„). Показать, что группа Г (ko) 
изоморфна (не канонически) прямому произведению 7/ 
групп Z, [== р. Группа $ непрерывно действует на T (ko). 


Пусть А — полное дискретно нормированное поле с MoO- 
лем вычетов А. Конечное расширение Галуа А’ поля k 
называется слабо разветвленным, если порядок соответ- 
ствующей группы инерции взаимно прост с р (это paBHo- 
сильно утверждению, что группа высшего ветвления три- 
виальна, см. [CL], гл. IV). Пусть К >— композит всех 
таких расширений. Показать, что группа Галуа G (К/К) 
изоморфна полупрямому произведению группы 9 на груп- 
пу Г(№). 

Применяя этот результат к случаю А =,, показать, 
что группа а (К /) изоморфна полупрямому. произведе- 


нию Я на Z’ с действием вида À—> A1. Установить, что 
это полупрямое произведение изоморфно проконечной 
группе, ассоциированной с дискретной группой, определен-_ 
ной двумя образующими х, у и одним соотношением 
уху-1 = x’, 

2) Обозначим через k полное относительно дискрет- 
ного нормирования поле с полем вычетов F , где а == р’ р 


Пусть Г — простое число, отличное от р. Предлагается 
определить структуру группы Gp (1. 
(а) Предположим, что F, не содержит первообразного 


корня /-Й степени из единицы, иначе говоря, 9—1 не 
делится на l. Показать, что группа @»(Г) изоморфна 
в таком случае свободной про-[-группе ранга 1 и расши- 
penne А (1)/ не разветвлено. 
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(6) Предположим, что q= 1 (mod ¿). Показать, что 
группа С» (l) является тогда про-/-группой Пуанкаре pas- 
мерности 2 и ранга 2. Используя упражнение 1,. устано- 
вить, что группа С@»(Г) может быть задана двумя обра- 
зующими X, у, связанными соотношением уху-1 == х1. 
Показать, что эта группа изоморфна подгруппе аффинной 


‚Га b 
группы | ] $ порожденной матрицами, у которых b E E 


и элемент а из Z; является ое целой /-адической 
степенью числа q. 

(в) Сохраним те же предположения, что и в пункте (6), 
и через т обозначим [-адическую норму числа а — 1. 
Показать, что т есть наибольшее целое число среди тех, 
для которых А содержит корень степени l” из единицы. 
Если L#2 или если [=2 и т==1, то группа @» (1) 
может быть задана двумя образующими X H y H одним 
соотношением yxy- == x!+” -Ayete l= ml ип 
равно 2-адической норме числа q+ 1. Показать, что Gp (2) 
можно задать двумя образующими х и у, связанными со- 
отношением yxy! == х-@+2”), 

(г) Определить дуализирующий модуль для С, (Г) в cny- 
чае (6). : 


5.7. Характеристика Эйлера — Пуанкаре 


Вернемся к обозначениям п. 9.4. В частности, о обо- 
значает кольцо целых элементов поля А. Обозначим далее 
через || х ||» абсолютное значение элемента хЕА, см. [CL], 
стр. 371). Для каждого x Eo 

lx e= 
(0:50) 
В частности, 
Iple =p“, где N= [k: Q. 


Для всякого конечного Gp-Monyia А обозначим через 
y (k, А) (или просто через y (А), если нет опасности TMe- 


1) Пусть А — локальное поле, 9— число элементов его поля 

вычетов. Абсолютное значение ||лх|| элемента x СА определяется. 

авенством |х| = q7”, где v (х) — норма x. Абсолютное зна- 
q 

чение определяет на А некоторую ультраметрику. — II pum. перев. 
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репутать k) характеристику Эйлера — Пуанкаре mo- 
дуля А (п. 5.4). Теорема Тейта может быть сформулиро- 
вана тогда так: 


ТЕОРЕМА 5. Если. ее конечного С,-модуля А 
равен а, то имеет место соотношение 


| x (А) =|| a |l. 

Оба члена этой формулы „аддитивны“ по А. Поэтому, 
пользуясь „отвинчиванием“, доказательство можно свести _ 
к случаю, когда А представляет собой векторное про- 
странство над простым полем. В случае когда характери- 
стика этого поля отлична от р, теорема уже была дока- 
зана ранее (предложение 17). Можно считать, таким об- 
разом, что А — векторное пространство над F,. 


Кроме того, А можно рассматривать как F,[G]-mo- 


дуль, где G — некоторая конечная факторгруппа группы Gp. 
Пусть К (@) — группа Гротендика в категории F, [Ц]-мо- 


дулей конечного типа (см., например, Джорджутти [1] или 
Суон [2])'). Функции y (А) и |а||, определяют гомомор- 


з ` * 
физмы y иф группы К (G) в 9’ и, следовательно, надо 


доказать, что y =Ф. Так как От” — абелева группа без 
кручения, то достаточно показать, что Хх и Q принимают 
одинаковые значения на элементах х, ЕК (G), порождаю- 
щих группу К (0) © Q. Для этого воспользуемся следую- 
щей леммой: 


ЛЕммА 4. Для каждой подгруппы С в G обозначим 
через Мб ‘гомоморфизм группы К(С)® О в группу 


К (0)® О, определяемый функтором Мб (см. гл. 1, 
п. 2.5, „дуализирующий модуль“). Гогда группа К (94) © 9 


С 
порождается образами гомоморфизмов Мб, где С npo- 
бегает множество циклических подгрупп в G, порядок 
которых взаимно прост с р. 

Г) Пусть  — некоторая абелева категория. Группа T po- 
тендика К (%) — это абелева группа, решающая универсальную 
задачу в классе всех „аддитивных“ отображений ® в абелевы 
группы, т. е. отображений f: € > А, где А — абелева группа, 
удовлетворяющих условию (К) = (0) (2), если X, Y, Е 
связаны точной последовательностью 0->У->Х -> Z ->0. — Прим. 
перев. 
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Этот результат можно вывести из описания группы 
К (0) @ с помощью „модулярных характеров“. Еще 
проше его можно получить из общих результатов Суона 
(см. Суон [1]). 

На основании этой леммы достаточно доказать равен- 
ство Х(А)=|а|» в случае, когда А является Е, [С(]-мо- 
дулем вида Мс(В), где С—циклическая подгруппа групп С, 
порядок которой взаимно’ прост с р. Но если К — pac- 
ширение поля А, соответствующее группе С, и b= Сага (В), 
то | 


х(К, Вх, А) и ок а. 


Доказываемая формула эквивалентна, следовательно, 
формуле y% (К, В) =|| В|к. Таким образом, доказательство 
можно свести (изменив основное поле) к случаю, когда 
G — циклическая группа порядка, взаимно простого с р. 
Это упрощает дело, поскольку алгебра Е,[@] является 
теперь полупростой. 

Пусть L — расширение поля y группа Галуа которого 
равна G. Так как порядок группы G взаимно прост с р, то 


H" k. А) = Н%(Ц, Н'([, А)) 


при всех L. 
‚ Это наводит на мысль ввести элемент h, (А) в группе 
К (G), определенный формулой 


i=2 


я AE D a M, 


где [Н' (Е, A) ‘обозначает класс F, [@]-модуля H’ (L, A) 
в K (G). 

_ Пусть, с м стороны, 0: K (G)—> Z — однозначно 
определенный гомоморфизм группы К (G) в Z, задаваемый 
формулой 6 ( [Е] ) = dim H? (G, Е) для любого F, p [G] -MO- 
дуля Е. Очевидно, 


log, x (А) = 0 (h; (A)). 
Но элемент h; (А) может быть явно вычислен. 


Jemma 5. Пусть го ЕК (@) — класс ^ модуля Е,[(] 
(„регулярного представления“), N = [k : Q] u d= dim (А). 
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Гогда имеет место равенство 
h, (А) = — dN: ro. 


Будем считать сначала, что лемма доказана. Тогда, по- 
скольку 0(7с)==1, получаем, что 0(й,(4А)) = — dN, 
откуда 


x (4) = p74 =|| p° e = a lle- 


Осталось, следовательно, доказать лемму 5. Заметим 
прежде всего, что «›-произведение определяет изоморфизм 
С-модулей ` 


НЕС, 71р7) © АН" (Е, А). 
Следовательно, в кольце К (G) 
h, (A)=h(L, 217.) . [А], 


и все сводится к доказательству равенства й, (21р7.) = 

= — N : ro (в самом деле, легко проверить, НО. ro: [А] = 
='dim (A) . го). Таким об разом, можно ограничиться ðo- 
казательством леммы 5 для A= Lipk В этом случае, 

О DL) =p: 

ACL, 2/02) = Hom (Ст; и, двойственная 
группе /*/[*” (теория полей классов); 

H? (L, Z|pZ)— группа, двойственная группе H°(L, w) 
(теорема двойственности). 

Пусть U обозначает группу единиц поля L. Тогда 
имеет место точная последовательность | 


0— UJU? -s ENE? 71-0. 


Обозначая через A; (7/р7\ элемент в`К (G), двойственный 
K h, (Z|pZ), получаем j 


h, (Z/pZř = — [U |U”) Ñ [H(L, p). 


Пусть У — подгруппа группы U, состоящая из элементов, 
сравнимых с 1 по модулю максимального идеала кольца Oz. 
Тогла V/V? = UJU?’ и группа H°(L, mp) есть не что иное. 


как подгруппа „У в И, порожденная элементами xEV, 
для которых sP sad; 
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В таком случае мы можем написать. 
— h, (2/р2)" = [V V°] — [V] = 
= [Torn (V, 2/р2.)] — [Тог, (У, Z/pZ). 


Так как У является Zp-MOMyJIeM конечного типа, то, 


как известно (это элементарные результаты теории Брауэра, 
cM., например, диссертацию Джорджутти), выражение 
[Ток (У, Z/pZ)] — [Tor (У, Z/pZ)] зависит только от MeH- 
зорного произведения У на Q, (или, если угодно, от 


алгебры Ли р-адической аналитической группы У). Но 
теорема о нормальном базисе показывает, что эта алгебра Ли 
является: свободным @,[(]-модулем ранга N. Следова- 
тельно, 


[Ток (И, 2/р2)] — [Tor (У, Z/P] = М - ro, 


и так как (ro) = rfg, то #, (7/р7) = — М - го, что завер- 
‘шает доказательство леммы, а вместе с ней и теоремы, 


Замечание. Первоначальное доказательство Тейта 
(воспроизведенное в заметках Ленга) не использует леммы 4, 
а основывается на менее точных рассуждениях „отвинчи- 
вания“. А именно оно сводится к случаю слабо развет- 
вленного расширения Галуа L/k, но степени, возможно, 
делящейся на р. Изучение расширения а становится 
в таком случае явно более тонкой задачей, и Тейт исполь- 
зует здесь один результат Ивасавы ( [2], стр. 459). Впро- 
чем, недавно он сообщил мне „когомологическое“ доказа- 
тельство этого результата. 


Упражнения. 1) Доказать непосредственно, что 
если У и. являются 7,[(]-модулями конечного типа и 


VEQ, =V QQ, то 
[VPV] — [V] = V'/pV]— [W] в K(G). 


[Свести. к случаю, когда V DV'>pV, и воспользоваться 
точной последовательностью 


0—> V’ -> И ИИ" > И’[ри* Иру ИМ! 0.1 
2) Пусть F — поле характеристики р и А — конечно- 


мерное векторное пространство над F. Предположим, что 
группа Галуа С, действует непрерывно (и линейно) на A; 


$ 5. р-адические nona 127 


группы когомологий Н'(Ё, А) являются тогда векторными 
пространствами над F. Положим 


(А) = X, (—1)} dim H! (k, А). 
Показать, что 0() = — N ‚ dim (А), где N = [k : 0). 


[Доказательство такое же, как и доказательство тео- 
ремы 5 с заменой поля F, на поле F.] 


3) Сохраняя предположения предыдущего упражнения, 
рассмотрим конечное расширение Галуа L/k с группой 
Галуа G, такое, что группа G, действует тривиально на А 
(т. e. является Р [(]-модулем). В группе Гротендика 
Е (С)-модулей конечного типа K p(Q) положим 


ВЕ (A= №(— ПН" (L, А)... 
Показать, что по-прежнему имеет место формула 
h;i (А) = — №. dim (A): Го. 


[Использовать теорию модулярных характеров с целью. 
свести доказательство к случаю циклической группы G 
порядка, взаимно простого с р.] 

4) В условиях и обозначениях предыдущих двух упражне- 
ний предположим, кроме того, что характеристика F не рав- 
на р. Показать, что тогда ф(А) =Оий, (А) = 0 для всех А, 


5.8. Группы мультипликативного типа 


Пусть А — некоторый С,-модуль конечного типа 
над Z. Определим двойственный ему модуль А’ следую- 
щей обычной формулой: — Е 


Группа А’ представляет собой группу А-точек некото- 
рой алгебраической коммутативной группы, определенной 
над полем А (мы будем обозначать ее также через 
Hom (А, Gn)). В случае когда модуль А конечен, модуль А’ 
также конечен. Если А свободен над Z, то А’ является 
тором с группой характеров A (см. гл. Ш, п. 2.1). Мы 
хотим распространить теорему двойственности п. 5.2 на 
пару (А, A^). 

Для каждого #=0, 1, 2 «»-произведение определяет 
билинейное отображение 


o: НА, ЮЖН", А) НЕ, 6) = 9. 
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- 


есь "а j 
ТЕОРЕМА 6. (а) Пусть H?(k, A)— пополнение абеле- 
вой группы H? (k, А) в топологии, определенной под- 
группами конечного индекса. Тогда отображение 6, осу- 
ществляет двойственность между компактной груп- 


пой Но. A А) и дискретной группой Н? (Е, А’). 

(6) Отображение 0, осуществляет двойственность 
между конечными орупла ми H (R; А) и Plk; А). 

(в) Группу H? (k, А’) можно канонически снабдить 
структурой р-адической аналитической группы. Обоз- 


и | \ 
начим через H? (k, А’) ее пополнение в топологии, опре- 
деленной открытыми подгруппами конечного индекса. 
Тогда отображение Q, осуществляет двойственность 
между santes группой H?’ (k, А) и компактной 


группой НС, — 

[В случае когда модуль А конечен, операции пополне- 
ния в пунктах (а) и (в) можно опустить. Получается снова 
известная теорема 2 п. 95.2.] 

Мы ограничимся наброском доказательства с помощью 
метода „отвинчивания“; можно было бы также действовать. 
непосредственно, исходя из результатов приложения к гл. | 
или из результатов Вердье. 

(1) Случай AS T. | 

Тогда А’ = Gn и утверждение (а) следует из того, что 
H? (k, Gn) = 9/7. Утверждение (6) получается из того, что 
H! (k, 2) =0 и H (k, G= 0. Далее, так какН? (k, 7) = 
— Hom (Ц, Q/Z) и, согласно локальной теории полей классов 
_ (теорема ‚существования“), последняя группа двойственна NO- 
полнению группы k* (в топологии, определенной открытыми 
подгруппами конечного индекса), то это доказывает (в). 

(ii) Случай А=7[4], где Ц — конечная фактор- 
группа группы G}. | | 

Так как С является, группой Галуа некоторого конеч- 
ного расширения K/k, то Н'(Ё, A)=H' (K, Z) и anano- 
гично0 Н'(, A) = H’ (K, Ga) Все сводится, следова- 
тельно, к предыдущему случаю (для поля К), разумеется, 
с проверкой коммутативности нужных диаграмм. 

(Ш) Конечность Н'(Ё, А) и H! (k, А). 
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Конечность этих групп известна в случае, когда мо- 
дуль А сам конечен (см. п. 9.2). Пользуясь „отвинчива- 
нием“, можно свести, следовательно, задачу к случаю, 
когда модуль А свободен над Z. Пусть К] — расшире- 
` ние Галуа поля k с группой Галуа G, такое, что Gp дей- 
ствует тривиально на А. Тогда H! (К, А) = Hom (Gg, А) =0 
и аналогично H!(K, А’) =0 (теорема 90). Поэтому 


H! (k, A) =H! (G, А и НЕ, А” =H! (G, A^. 


Очевидно, что группа H!(G, А) конечна; нетрудно дока- 
‚зывается также конечность группы H! (G, А”) (см. гл. Ш, 
п: 4.3). 

(iv) Общий случай. 

Представим модуль А в виде фактора L/R, где L— 
свободный 7[(]-модуль конечного типа, G — конечная 
факторгруппа группы С». Из рассуждений пункта (ii) сле- 
дует, что теорема 6 справедлива для модуля L и, кроме 
того, H! (k, [) = H! (k, L) =0. Каждая из точных после- 
довательностей когомологий, соответствующих точным 
последовательностям модулей коэффициентов 

0—> R —> L—> А->0, 

0—> A > L’ > R — 0, 
разбивается B таком случае на два куска. Таким образом 
получаются две коммутативные диаграммы (Г) и (I), nome- 
щенные ниже. Для удобства записи мы опускаем букву k 
и обозначаем через Б* группу непрерывных гомоморфиз- 
мов топологической группы E в дискретную группу 9/7; 
для топологических групп, которые мы будем рассматри- 
вать, „непрерывность“ оказывается эквивалентной „конечно- 
сти порядка“. С учетом этого диаграммы, о S HIET 
речь, записываются B виде 


0—> H RY -= HAF Н° (1) — Н°(Ю*-—0 
а O 
0—> H! (R^) > H: (A) — H? (L^) >> H? (R^) — 0, 
S> HA Н?(В) > H -> A ->0 
g| g) 8| g| = (ID) 
0 —> H! (A —> H? (R'F —> H} (L'F > H} (A — 0. 


Q Зак. 1202 
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Вертикальные стрелки определены здесь билинейными 
отображениями 0,;. Следует отметить к тому же, что 
строки этих диаграмм представляют собой точные после- 
довательности. Это очевидно для диаграммы (l), а также 
для первой строки диаграммы (П). Что касается второй 
строки диаграммы (II), то нужно заметить, что функтор 
Носов! (G, 9/1) точен на категории локально компактных 
абелевых групп, являющихся бесконечными (счетными) и 
вполне несвязными. 


Теорема 6 теперь равносильна утверждению, что отоб- 
ражения fo 2, и &. биективны. Но в силу сказанного 
в случае (ii) g, биективно. Отсюда следует сюръектив- 
ность отображения #.. Так как это рассуждение может 
быть применимо к любому Ц,-модулю А, в частности. 
к А, то получаем также сюръективность отображения Fa. 
Из этого и из диаграммы (lI) следует, что g4 биективно, 
так как биективно &.. Наконец, g] также является биек- 
тивным. В диаграмме (Г) отображения fy и f} биективны. 
Отсюда вытекает, что f, инъективно, следовательно, 
инъективно также f4, значит, fo биективно. Теорема дока- 
зана. | 


Замечание. В случае когда А — свободный 7-мо- 
дуль (иначе говоря, А’ — тор), можно дать более простое 
доказательство теоремы 6, основанное на теоремах типа 
теоремы Тейта — Накаямы (см. [CL], гл. IX). Это доказа- 
тельство приведено в заметках Ленга. 


$ 6. ПОЛЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 


На протяжении всего этого параграфа А будет обозна- 
чать некоторое поле алгебраических чисел, т.е. конеч- 
ное расширение поля @. Точкой поля А называется класс 
эквивалентных нормирований поля А. Множество всех TO- 
чек обозначим через У. Для любой точки vEV пополне- 
ние поля Е относительно топологии, индуцированной TOY- 
кой ©, мы будем обозначать через А. Если v архимедова, 
то поле k, изоморфно R или С; если 9 неархимедова, то 
Е, — Р-адическое поле. 


$ 6. Поля алгебраических чисел 131 


6.1. Конечные модули, определение групп Р’(#, А) 


Пусть А — коммутативная алгебраическая группа раз- 
мерности 0 или, что то же самое, конечный С,-модуль. 
Замена базы k—>k, позволяет определить группы KOTO- 
мологий Н'(Ё,, А), [если точка U архимедова, то усло- 
вимся через H? (k,, А) обозначать нульмерную группу KO- 
гомологий Тейта (ср. [CL], гл. 8, п. 1) конечной группы О", 
с коэффициентами в группе А'). Если, например, о — 
комплексная точка, то H? (kp, А) =0]. 

Согласно п. 1.1, определены канонические гомомор- 


физмы 
НЕ, А) НЕА). 


Эти гомоморфизмы можно интерпретировать следующим 
образом. Пусть ® — продолжение V до точки поля Ви 
Dw — соответствующая группа разложения KEDD 
=> $ (4) = w]. Обозначим через ky объединение пополне- 
ний конечных подрасширений k (обращаем внимание, что 
оно не совпадает с пополнением поля В относительно TO- 
пологии, индуцированной точкой W, ср. упражнение 1); 


легко доказывается, что №„ — алгебраическое замыкание 
поля №, с группой Галуа О. Таким образом, группы 


H’ (k,, А) и Н'(О., А) можно отождествить, и в этом 
случае гомоморфизм 


Н\(Ё, ASH A 
превращается просто в гомоморфизм ограничения 
H(G- Ay- HD д). 


Набор гомоморфизмов Н’(Ё, А)->Н'(Ё,, A) опреде- 
ляет гомоморфизм H! (№, A)—> [|H (k, А). На самом деле, 
прямое произведение можно заменить некоторой подгруп- 
пой. Более точно, пусть К/— конечное расширение Галуа 
поля k, такое, что G, тривиально действует на А, и пусть 
$ — конечное множество точек поля k, содержащее все 
архимедовы точки, а также все точки, ветвящиеся в К. 


1) См. также [М], гл. 12.— Прим перев. 


9% 
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Легко видеть, что если UES, то Gr -модуль А нераз- | 


ветвлен в смысле п. 5.5 и определены подгруппы Ни (ky, A). 
Пусть Р'(Ё, A)— подгруппа произведения П H: (kp, A), 
: осу 


состоящая из таких наборов (х,), что Xy принадлежит 
i 
группе Hp (ky, А) почти для всех vEV. Справедливо 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 21. Канонический гомоморфизм Н ЧЕ, 'А)— 
> [| H’ (k,, А) отображает группу Н'(&, А) в РЕЦ, A). 

Действительно, каждый элемент x EH (k, А) опреде- 
ляется некоторым элементом УЕН'([/, А), где Lik — 
подходящее конечное расширение Галуа. Пусть T обоз- 
начает объединение множества 5 и множества точек поля А, 
ветвящихся в L. Легко видеть, что для всех vT образ 
хо элемента х в группе He, А) принадлежит HOSPI 

H}, (ko, А). Это доказывает предложение. 


Обозначим через f;: H' (k, A)—>P'(k, А) FOMOGD- 
физм, определенный в предыдущем предложении. Согласно 
предложению 18 из п. 5.5, 


Pok, д) = Ц k А), | 
Р2(Ё, А) = [|] H? (k, А) (прямая сумма). 


Что касается группы P!(k, А), то Тейт предложил 


обозначать ее через Им! (k, А), тем самым показывая, 
что она занимает промежуточное положение между прямым 
произведением и прямой суммой. 

Наконец, группы P*(k, А), #>3, являются просто 
произведениями (конечными) групп Ht (k, А), где v npoe` 
бегает множество вещественных архимедовых точек k. В ya- 
стности, P (k, А) =0 для {> 3, если поле R чисто мнимо 
или если имеет нечетный порядок. 


Замечание. Отображение fys очевидно, инъективно, 
и Тейт доказал (ср. п. 6.3), что гомоморфизмы f; для 
>. 3 биективны. Напротив, f и fo не обязательно инъек- 
тивны (ср. гл. Ш, п. 4.7). 


Упражнения. 1) Пусть w — некоторая точка anre- 
браического замыкания k поля №. Показать, что опреде- 
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ленное выше поле А, неполно (заметить, что оно есть 
счетное объединение замкнутых подпространств без внут- 
ренних точек, и применить теорему Бэра). Показать, что 


пополнение поля ky алгебраически замкнуто. 


2) Определить группы P’ (k, А) для отрицательных L. 
Показать, что система [P (А, 4)}, с; Образует когомоло- 
гический функтор от А. 


6.2. Теорема собственности 


Группы Р'(Ё, А), определенные в предыдущем пункте, 
можно естественным образом снабдить топологией 10- 
кально компактной группы (частный случай принадлежа- 
щего Браконьеру понятия „локальной прямой ‚СУмиы 
возьмем за базис окрестностей нуля подгруппы П H! n Bo Ah 

от 
где Г  Иббегает множество конечных частей V, содержа- 
щих S. Для группы P? (k, A)= [| H? (k,, А) получаем 
топологию произведения, которая превращает P?°(k, А) 
в компактную группу. Для группы P! (k, A=] | H! (ky, А) 
получаем локально компактную топологию, а для P? (№, А) = 
= И Н?(Е., А) — дискретную. 

ТЕОРЕМА 7. Если снабдить группу Н'(Ё, А) дискрет- 
ной топологией, а группу Р'(Ё, А) — топологией, опре- 
деленной выше, то канонический гомоморфизм 


+H U АРКЕ, А) 
является собственным отображением ®). 


Мы докажем эту теорему только для { =1. Случай 


1—0 тривиален, а случай {> 2 следует из более точных 
теорем Тейта и Пуату, которые будут сформулированы 
в следующем пункте. 
Пусть а подмножество множества V, co- 
держащее $, и пусть РЕ. Aj— подгруппа группы p (k, A), 
‘образованная такими наборами а что Хо ЕНь (k, A) 


!) Непрерывное отображение топологических пространств 
называется собственным, если сиаьн каждого компакта есть 
компакт. — lI pum. перев. 
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1 
для всех ОСТ. Ясно, что группа Рт(АЕ, А) компактна и 


что, наоборот, каждое компактное подмножество из P! (^, А) 
1 
содержится в одной из групп Рт(А, A). Достаточно, сле- 


довательно, доказать, что прообраз Хт группы P, A) 
B H! (k, А) конечен. По определению элемент x E H! (k, А) 
принадлежит Хт в том и только TOM случае, когда он 
„неразветвлен ‘вне Г“. Обозначим, как и выше, через K/k 
конечное расширение Галуа поля k, такое, что Ск три- 
виально действует на А, и пусть T — множество точек 
из К, продолжающих точки из Г. Легко видеть, что 
образ X; в H?! (K, А) состоит из элементов, неразветвлен- 
ных вне T”; так как ядро отображения Н! (№, А) > H! (K, А) 
конечно, все сводится, таким образом, к доказательству 
того, что этих элементов конечное число. Таким образом 
(если заменить № на К), можно считать, что G, дейст- 
вует тривиально на А. В этом случае Н"(Е, А)= 
— Hom (@,, А). Пусть ФЕ Hom (G, А); обозначим через 
К (ф) расширение поля А, соответствующее ядру. ф; это 
расширение является абелевым, а Фф определяет изомор- 
физм группы Галуа С (Е (Ф)/Ю) на подгруппу группы А. 
Неразветвленность ф вне Т означает, что расширение 
В (Ф)/Е неразветвленно вне ТГ. Так как степень расшире- 
ний А(ф) ограничена, теорема конечности, которую мы 
хотим доказать, вытекает из следующего более сильного 
результата: 


ЛЕммА 6. /ПГусть А — поле алгебраических чисел, г — 
‚ целое число и T — конечное множество точек поля R. 
„Множество расширений степени г поля k, неразвет- 
вленных вне Г, конечно. 


Доказательство немедленно сводится к случаю, когда 
k= Q. Если Е — расширение поля Q степени г, нераз- 
ветвленное вне Г, то дискриминант d поля E над Q де- 
лится только на простые числа, принадлежащие T, Кроме 
того, показатель степени р в d ограничен (это следует, 
например, из того, что у локального поля Q, может быть 
только конечное число расширений степени, не превосхо- 
дящей г, ср. гл. Ш, п. 4.2.). Таким образом, число воз- 
можных дискриминантов 4 конечно. Так как существует 
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только конечное число числовых полей с заданным диск- 
риминантом (теорема Эрмита)!), это доказывает лемму. 


6.3. Формулировки теорем Пуату и Тейта. 


В предыдущих обозначениях положим А’ = Ном (А, Gn). 
Теорема локальной двойственности вместе с предложе- 
нием 19 п. 5.5 показывает, что группа Р°(Ё, А) двойст- 
senna группе Р?(Ё, А’), а P! (k, А) двойственна P! (k, А’) 
(следует только позаботиться об архимедовых точках, что 
удается благодаря соглашениям, принятым в начале п. 6.1). 
Следующие три теоремы значительно труднее. Мы огра-. 
ничимся их формулировкой. 


ТЕОРЕМА А. Ядра отоб ражений 
р: НК, Ад—> ИНК, А) 


fy НЕ, А) [| F (k, А”) 
двойственны друг другу. 


Заметим, что этот результат, примененный к модулю A’, 
устанавливает конечность ядра отображения fə; отсюда 
немедленно следует случай {= 2 теоремы 7. 


И 


ТЕОРЕМА В. Для #23 гомоморфизмы 
Ги Не, А)> ЦН, А) 
являются изоморфизмами. | 


Разумеется, можно. ограничиться вещественными точ- 
‚ками, т. e. такими, что А, = В. 


ТЕОРЕМА С. Имеет место точная последовательность 


0>Н° (№, a> ffa (2, А)>Н? (k, A')*-> H?’ (Rk, А) 
(конечна) (компактна) (компактна) (дискретна) | 


IUa ey А) 


(лок. компактна) 
\ 


0< Но (k, А’ н: (Ry, А)<= Hk, А) EHR А’ <«— 
(конечна) (дискретна) (дискретна) (компактна) 


все гомоморфизмы в которой непрерывны. 


') См., например, Ленг [4*], гл. 0, $ 4, теорема 5.— Прим. 
перев. 
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(Мы обозначаем через @* группу, двойственную в смысле 
Понтрягина к локально компактной группе G.) Эти Teo- 
ремы сформулированы в докладе Тейта в Стокгольме вместе 
с коротким наброском доказательства. Другие доказа- 
тельства, принадлежащие Пуату, изложены в записках 
семинара в Лилле в 1963 г. 


БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ГЛАВЕ П 


Ноложение в точности аналогично ситуации в гл. I: 
почти все результаты принадлежат Тейту. Единственная 
публикация Тейта на эту тему — его доклад в Стокгольме, 
содержащий массу результатов (гораздо больше, чем мы 
могли здесь изложить), но очень мало доказательств. 
К счастью, доказательства в локальном случае были 
написаны Ленгом (размноженные записки); некоторые дру- 
гие содержатся в докладе Дуади [1] на семинаре Бурбаки. 

„Следующие обстоятельства заслуживают упоминания: 

1) На то, что понятие когомологической размерности 
(для группы Галуа G, поля А) представляет интерес, _ 
впервые указал Гротендик в связи с его теорией „кого- 
мологий Вейля“ !). Предложение 11 из п. 4.2 принадлежит 
ему. | 
2) Пуату получил результаты $ 6 почти одновременно 
с Тейтом. Он опубликовал свои доказательства (которые, 
кажется, отличаются от доказательств Тейта) в семинаре 
в Лилле в 1963 г. (см. Пуату [1]). 

3) Пуату и Тейт оба находились под влиянием резуль- 
татов Касселса о когомологиях Галуа эллиптических кри- 
вых (см. доклад Касселса на конгрессе в Стокгольме). 


1) Ол когомологиях Вейля — Гротендика алгебраических 
многообразий см. Манин [1*]. — M pum. пе рев. 


ГЛАВА HI 


НЕКОММУТАТИВНЫЕ КОГОМОЛОГИИ ГАЛУА 


СоглашеНИЕ. Начиная с § 2, все рассматриваемые поля 
предполагаются совершенными. 


$ 1. ФОРМЫ 


Этот параграф посвящен иллюстрации одного общего 
„принципа“, и формулируемого следующим 
образом. 

Пусть К pachapis поля А, а X — некоторый 
„объект“, определенный над А. Мы говорим, что объект Y, 
определенный над k, является К/А-формой объекта X, 
если У становится изоморфен Х при расширении основ- 
ного поля до К. Классы таких форм (по отношению экви- 
валентности, определяемому А-изоморфизмами) образуют 
множество В (КА, X). 

Если К] — расширение Г алуа, то можно устано- 
вить биективное соответствие между множествами 
E(Kik, X) и H! (G(Kf/k), А(К)), где А(К) обозначает 
группу К-автоморфизмов объекта X. 

Очевидно, можно оправдать это утверждение, аксиома- 
тически определив понятия „объекта, определенного над А“, 
„расширения скаляров“ и наложив на них некоторые про- 
стые требования. Я не отваживаюсь это делать и ограничусь 
обсуждением двух частных случаев: векторных пространств, 
снабженных тензорами, и алгебраических многообразий 
(или алгебраических групп). Читатель, интересующийся 
общим случаем, может обратиться к докладу 6 „Расслоен- 
ные категории и спуск“ семинара Гротендика в 1961 r. 
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1.1. Тензоры 


Этот пример подробно рассматривается в [CL], 
гл. 10, $ 2. Напомним вкратце результат обсуждения. 

„Объект“ — это пара (V, x), где V — конечномерное 
векторное А-пространство, а х — фиксированный тензор 
на У типа (р, 9), т. е. хЕ ТР (У) = Т? (И) ® T! (V*). Поня- 
тие А-изоморфизма двух объектов (V, x) и (У’, x’) ясно. 
Если К — расширение поля k и (У, х) — объект, опре- 
деленный над k, то, взяв за Ух векторное пространство 


V ЭК, а за хх — элемент LQ l пространства. Та (Vp) = 
— T? (V) 8 К, получим объект (Vg, хк), определенный 


над К. Jio однозначно определяет понятие К/А-формы, 
объекта (V, x); пусть Е(К]®) обозначает множество этих 
форм (с точностью до изоморфизма). Предположим, с дру- 
гой стороны, что К/А — расширение Галуа, и_ пусть 
А (К) — группа К-автоморфизмов объекта (Ух, Xg); если 
$ЕС(К/®) и ГЕА(К), то определим °f E A(K) формулой 


f=(1 88) fo (1 Qs). 


(Если. f представляется матрицей (aij) то °Г предста- 
_ вляется матрицей (а; ;).) Таким образом, на А(К) вводится 
структура С (К /®)-группы и, значит, определено множество 
H! (G (К №), А(К)). 

Пусть теперь (У”, x^) есть К/А-форма объекта (И, x). 
Множество А-изоморфизмов (Ик, к) на (Ук, хк) есте- 
ственным образом снабжается структурой главного одно- 
родного пространства над А(К) и определяет тем самым 
элемент рЕН! (С (К/Ю), А(К)), ср. гл. 1, п. 5.2. Ставя 
в соответствие объекту (V, x’) элемент р, получаем 
каноническое отображение | 


0: E(KIk)—> H! (G(KIk), A(K)). 


ПРЕдложЕНИЕ 1. Опредёленное выше отображение 09 
биективно. 
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Доказательство дано в [CL]!). Заметим только, что 
доказательство инъективности тривиально, а сюръектив- 
ность вытекает из следующей леммы: 


Лемма 1. Для любого целого числа п имеет место 
равенство H'(G (Kfk), GL, (K))=0. 


(Для n= 1 получаем хорошо известную „теорему 90“.) 


Замечание. На самом деле группу А(К) можно 
определить для любой коммутативной А-алгебры К; это 
группа А-точек некоторой алгебраической подгруппы А 


1) Приведем доказательство этого утверждения. Прежде 
всего лемма | доказывается следующим образом. 
Пусть хСК”, положим 6(х) = У а,;л°, где {а;} есть 
SEG 
1-коцикл. Покажем, что векторы b (x), x EK”, порождают все 
векторное пространство К”. Действительно, если и — линейная 
форма, нулевая на всех 6 (х), то для любого hEK 


0—4.(6 (8.х).) = У, аз (5 У 5 (их. 


564 SEG 


Так как для всех Й мы, получили линейную зависимость 
между $(#), то в силу теоремы о линейной независимости 
автоморфизмов (Бурбаки [3*], гл. 5, $7, п. 5) получаем, что 
и (а; х°) = 0, а поскольку ` а;— обратимая матрица, отсюда сле- 
дует, что и =0. 

Пусть теперь Xj, ..., Xn — векторы из К”, такие, что 
y; =b (x;) линейно независимы. Обозначим через с матрицу 


перехода к базису, образованному х:. Вычисляя соответствую- 
щую матрицу b, получаем b (e)= У» откуда следует, что 


b обратима. Остается воспользоваться тем же приемом, что и 
при доказательстве „теоремы 90“ (см. примечание к стр. 91). 
Изложенное доказательство принадлежит П. Картье. 

Покажем теперь инёективность отображения 0. Пусть 


(Vi, xi) H (Va x3) — две пары, соответствующие одному и 
тому же. коциклу, га пусть Л, 4 f» — соответствующие и 
морфизмы. Тогда fy ls (f) = f3 “AoT откуда ед F BIr. - 
а это показывает, что отображение f= ffr! является А-изо- 
морфизмом (Ут, x1) на (Va x3). | 

Для доказательства сюрэективности воспользуемся пре- 


дыдущей леммой. Пусть р; есть 1-коцикл группы @ со значе- 
ниями в А(К); тогда А (К) < GL (Ух) и, применяя лемму, 
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группы @1. (У). С матричной точки зрения уравнения, за- 
дающие группу А, получаются расписыванием соотношения 


T} (f) (х)=х [следует заметить, что так определяемая 
оне группа не обязательно „проста“ над К 
(как схема) — ее структурный e может, например, иметь 
нильпотентные ‘элементы (ср. 1.2, упражнение 2)]!). 
Как было принято в $ 1 гл. П, мы I будем писать Н' (К, А) 
вместо Н'(С(К/®), А(К)). 

Предыдущее предложение имеет дело только с рас- 
ширениями Галуа. Следующее предложение часто позво- 
ляет сводить все к этому случаю: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. //усть 4—подалгебра Ли алгебры 
gI (V), образованная элементами, оставляющими Heno- 
Овижным тензор X (в инфинитезимальном смысле, ср. 
_Бурбаки [2], гл. I, § 3). Для того чтобы алгеб раическая 
‘группа автоморфизмов объекта (У, x) была гладкой 
над k?), необходимо и достаточно, чтобы ее размер- 
ность совпадала с размерностью Q. При этом условии 
всякая К/К-форма (У, x) является также Е /Е-формой. 


получаем существование такого К-автоморфизма f простран- 
ства У, что 


ps=f's(f) для всех $С0. 


Продолжим f до охооражежия тензорной алгебры Ук и- поло- 


жим х’=/(х). Элемент х” aT тензорной алгебре 
над k, так как 


$ (x°) = s (f) (s w= (7) (х) = fo ps (x) = f (x)= x’. 


Отсюда следует, что (У, х’) принадлежит В (V/k) и ясно, кроме 
того, что образ этого элемента при отображении O совпа- 
дает с классом коцикла р., что и требовалось доказать. — 
Прим. перев. 

1) В случае если k — совершенное поле, „простота“ схемы 
равносильна тому, что она неособая, т. е. что все ее локальные 
кольца регулярны. Для того чтобы избежать путаницы с терми- 
ном „простая алгебраическая группа“, Гротендик изменил термин 
„простая схема“ на термин „гладкая схема“. Этим термином мы 
и будем далее пользоваться. Заметим еще, что в. случае 
chark =0 любая алгебраическая группа, гладка (теорема 
П. Картье, см. Мамфорд [1*], лекция 25). В общем случае 
гладкость группы равносильна ее приведенности, т. €. отсут- . 
ствию нильпотентных элементов в структурном пучке. — II pum. 
перев. 

2) Cm. предыдущее замечание. — Прим. перев. 
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Пусть Ё — локальное кольцо группы А в ее единице, 
т—его максимальный идеал. Легко заметить, что 4—не что 
иное, как касательное пространство к А в. единице, т. е. 
двойственное пространство к M/m?. 

Так как dim (А) = dim (2), получаем равенство dim (4) = 
— dim (А), которое означает, что L —- регулярное кольцо 
или что группа А гладка над k в единице (а следовательно, 
и всюду, поскольку можно воспользоваться сдвигами). Это 
доказывает первое утверждение. 

Пусть теперь (И’, х’) является К [®-формой объекта 
а. ры аа изоморфизмов (V’, х’) на 
(V, x). (Оставляем читателю заботу о его определении 
C помощью функтора или явных уравнений.) Из того что 
объекты (И’, x^) и (V, x) К-изоморфны, следует, что MHO- 
‚ жество.Р(К) непусто. Отсюда вытекает, что многообразия 
РОК и АСК К-изоморфны, в частности группа P &K 

k k | k 


гладка над К, откуда вытекает, что многообразие P гладко 
над k. В силу одного элементарного результата из алгебраи- 
ческой геометрии точки многообразия P со значением в k, 
плотны в Р'). Существования по крайней мере одной 
такой точки достаточно, чтобы убедиться, что объекты 
(V, х)и(У’, x’) А,-изоморфны, что и требовалось доказать. 


1.2. Примеры 


(а) Возьмем за тензор х знакопеременную невырожден- 
ную билинейную форму. Группа А есть симплектическая 
группа $р, отнесенная к этой форме. С другой стороны, 
элементарная теория знакопеременных форм показывает, 
что все формы х тривиальны (т. е. изоморфны х). Отсюда 
получаем 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для л1ю60го расширения Галуа Kfk 
имеет место равенство Н\(К]В, $р) =0. 


(6) Предположим, что характеристика отлична от 2 и. 
возьмем за х невырожденную симметрическую билинейную 
форму. Группа А — ортогональная группа О (x), соответ- 
ствующая х. Отсюда получаем 


1) CM., например, Дьедонне [2], стр. 82. — (Грим. перев. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Для любого расширения Галуа 
К] множество H?! (KIR, О (х)) находится в биективном 
соответствии с множеством квадратичных форм над k, 
которые К-эквивалентны х. 


При р==2 надо заменить билинейную симметрическую 
форму на квадратичную форму, что вынуждает покинуть 
рамки тензорных пространств (ср. упражнение 2). 

(в) Возьмем за х тензор типа (1,2), или, что сводится 
к тому же, структуру алгебры на пространстве У. Группа А 
в Таком случае есть группа автоморфизмов этой алгебры, 
а алгебра 4 — алгебра Ли ее дифференцирований. В случае 
когда V = M, (k), К/А-формы У — это просто центральные 
простые алгебры ранга n? ‚над А, распадающиеся над K; 
группа А отождествляется с проективной группой PGL, (Е). 
Это дает интерпретацию множества Н!(К/№, PGL,) в Tep- 
минах простых алгебр, ср. [CL], гл. 10, $ 5. 


Упражнения. 1) Показать, что всякое дифферен- 
цирование алгебры М, (k) внешнее. Воспользовавшись этим 
фактом, а также предложением 2, доказать теорему, со- 
гласно которой каждая центральная простая алгебра обла- 
дает полем разложения, являющимся расширением Галуа 
основного поля. 

2) Пусть У — векторное пространство над полем 
характеристики 2, F — квадратичная форма на V, а 
(а, 6) — соответствующая билинейная форма. Показать, 
что алгебра Ли 4 ортогональной группы О (F) образована 
такими эндоморфизмами и пространства V, что (а, и(а))=0 
для любого а. Вычислить размерность алгебры 9, ‘пред- 
‚ полагая, что форма (а, 2) невырождена (что дает 
dim V ==0 mod 2), получить отсюда для этого случая 
простоту группы O (F). Останется ли этот результат Bep- 
ным для вырожденной формы la, bY? 


1.3. Алгебраические погробрадни: группы и т. д. 


Возьмем теперь в качестве объекта алгеб раическое 
многооб разие (соответственно алгебраическую группу или 
алгебраическое однородное пространство над алгебраиче- 
ской группой). Пусть У — такое многообразие, определен- 
ное над полем k, и К/— расширение А; обозначим 
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через А(К) группу К-автоморфизмов многообразия V Q&Q K 
k 


(снабженного в случае необходимости своей структурой 
группы, соответственно однородного пространства). Таким 
образом, получаем тр Auty, удовлетворяющий аксио- 
мам гл. I, $ 1. 

Пусть теперь К Засширение Галуа поля А и 
У’ является К/А-формой многообразия У. Множество P 
К-изоморфизмов У’®К на VQK является, очевидно, 

k k 


главным однородным пространством относительно G (К/®)- 
группы A (К) == Auty (К). Таким образом, как и в п. 1.1, 
определено каноническое отображение 


0: E(K|k, У) НК, Auty). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Отображение Q ичективно; если, 
кроме того, многообразие У квазипроективно, то оно 
биективно. | 


Инъективность © тривиальна. Для доказательства 
сюръективности (в случае когда У квазипроективно) при- 
меняем метод „спуска основного поля“ Вейля, который 
сводится просто к следующему '). 

Предположим для простоты, что К/№ конечно, и пусть. 
с==(с,) есть 1-коцикл группы G(K/k) со значениями 
в Auty (К). Bepa композицию с; с автоморфизмами 1&8 s 
многообразия V Q K, заставим действовать группу G (Kfk) 

Р : 


на V QK; тогда фактормногообразие 
R > 


V =V & K)/G (Kk) 


определяет К/А-форму V. (Этот фактор существует, так как 
У предполагается квазипроективным 2).) Говорят, что 
„У получается скручиванием многообразия У с помощью 
коцикла с (эта терминология явно соответствует термино- 
логии гл. |, п. 5.3). Легко видеть, что образ „V при 
отображении 0 равен классу когомологий коцикла с; 
отсюда следует сюръективность отображения 0. 


1) См. Серр [6*], гл. 5. — Прим. перев. 
2) См. Серр [6%], гл. 3, п. 11. — Прим. перев. 
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Следствие. Если У — алгеб раическая группа, то omo- 
бражение 9 биективно. 

Действительно, известно, что всякое многообразие 
группы квазипроективно !). 


Замечания. 1. Предложение © показывает, что 
`К/А-формы двух многообразий У и W, определяющих 
одинаковый функтор автоморфизмов, находятся в биек- 
тивном соответствии (К — расширение Галуа поля ky 
Примеры: 


Алгебры октав < Простые группы типа Gh. 
Простые центральные <> Многообразия Севери — 
алгебры ранга n? -> Брауэра размерности ий — 1. 
Полупростые алгебры <> Классические группы с три- 
с инволюцией виальным центром. 


2. Функтор Auty не всегда представим (в категории 
№-схем); более того, даже если он представим, „может 
случиться, что представляющая его схема не имеет конеч- 
ного типа над №, т. е. не определяет „алгебраической 
группы“ в обычном смысле этого термина. 


$ 2. ПОЛЯ, РАЗМЕРНОСТЬ КОТОРЫХ НЕ ПРЕВОСХОДИТ 1 


Напомним, что теперь поле А предполагается совер- 
шенным. Под „алгебраическими группами“ мы будем 
понимать приведенные групповые схемы конечного типа 
над полем k (это в точности „алгебраические группы“ 
Вейля, только не обязательно связные). 


Если А — алгебраическая группа, то вместо H! (RIB, A) 


мы будем писать H! (k, А) (где k означает алгебраическое 
замыкание А). 


2.1. Общие сведения о линейных группах 


(Библиография: Борель [1], Е и [2], Me- 
валле [3].) 

Алгебраическая группа L называется линейной, если 
она изоморфна подгруппе группы GL,, это эквивалентно 


1) Cm., например, Чоу [1*]. — (Грим. перев. 
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тому, что соответствующее алгебраическое. РН ВавИО 
аффинно. 

Линейная группа ÙU называется унипотентной, если 
при погружении в GL, все ее элементы унипотентны (это 
не зависит от выбора погружения). Для этого необходимо 
и достаточно, чтобы все последовательные факторы ее ком- 
позиционного ряда были изоморфны аддитивной группе G, 
‚или группе Z/pZ (р — характеристика k). Эти группы 
мало интересны с когомологической точки зрения. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Если U — связная линейная унипо- 
тентная группа, то Н'(Е, Ц) =Q. 


(Этот результат не переносится на случай несовершен- 
ного основного поля, ср. упражнение.) 

Это следует из того, что H! (k, G) =0 (гл. I, предло- 
жение 1). Линейная группа T называется тором, если она 


изоморфна над А произведению мультипликативных групп, 
Эти группы определяются, с точностью до изоморфизма, 
своей группой характеров X (Г) = Hom (T, Gn), являю- 
щейся свободным (-модулем конечного ранга, на котором 


непрерывно действует С (k/k). 

Каждая связная разрешимая линейная группа R содержит 
максимальную ‘унипотентную подгруппу И, являющуюся 
нормальным делителем в С. Факторгруппа Г = R/U. есть 
тор, и А является полупрямым произведением U на Г. 
(Это разложение справедливо над основным полем.) 
| Всякая линейная группа L содержит максимальный 

связный разрешимый нормальный делитель R, который 
называется радикалом группы. В случае если ВЮ =0 
и L связна, говорят, что L полупроста; в общем случае 
связная компонента единицы (L/R) группы L/R полупроста. 

Таким образом, каждая линейная группа обладает ком- 
позиционным рядом, последовательные факторы которого 
принадлежат к одному из`следующих четырех типов: Ga, 
тор, конечная группа и полупростая группа. 

Подгруппа Р группы [ называется параболической, 
если L/P — полное многообразие; если, кроме того, P раз- 
решима и связна, то говорят, что Р — борелевская под- 
группа в L. Всякая параболическая подгруппа содержит 
радикал R группы L. 


10 Зак. 1202 
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Предположим, что поле А алгебраически замкнуто, 
а группа L связна. Борелевские подгруппы В группы L 
характеризуются одним из следующих свойств: 

а) максимальная связная разрешимая подгруппа группы L, 

6) минимальная параболическая подгруппа группы L. 
Кроме того, борелевские подгруппы сопряжены между 
собой и совпадают со своими собственными нормализато- 
рами. (Отметим, что если поле А не является алгебраически 
замкнутым, в группе L может не существовать никакой 
борелевской подгруппы, определенной над k, ср. п. 2.2.) 

Подгруппа С линейной группы называется картанов- 
ской подгруппой, если она нильпотентна и совпадает 
со связной компонентой единицы своего нормализатора. 
Существует по крайней мере одна картановская подгруппа, 
определенная над полем k, и все эти подгруппы сопряжены 


(над полем № но в общем случае не над ^). В случае 
когда группа С полупроста, картановские подгруппы совпа- 
дают с максимальными торами. 


Упражнение. Пусть А — поле характеристики р 
a k= ko ( (1) — поле формальных степенных рядов от одной 
переменной над А. Это поле несовершенно; в случае 
если kọ алгебраически замкнуто, размерность этого поля 
не превосходит l (а также оно обладает свойством (С), 
Ор: tA H NaI 


Пусть И — подгруппа из G, Х G,, образованная па- 
рами (у, 2), удовлетворяющими уравнению y? — у == #22. 
Показать, что это связная унипотентная группа размер- 
ности 1, гладкая над k. Вычислить Ы!(, U) и показать, 
что эта группа отлична от нуля, если p = 2. Взяв урав- 
нение у? -{ у == 224, показать, что в характеристике 2 имеет 
место аналогичный результат. 


2.2. Тривиальность Н' для связных линейных групп 


ТЕОРЕМА 1. Тусть Е — поле. Следующие 4 условия 
эквивалентны: 


(1) H! (k, [)=0 для любой связной алгеб раической 
линейной группы L; 

(Г) НЕ(Е, 2) =0 daa любой полупростой алгеб раи- 
ческой группы L; 
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(ii) всякая линейная алгеб раическая группа содержит 
борелевскую подгруппу, определенную над R; 

(ii) каждая полупростая алгебраическая группа L 
содержит борелевскую подгруппу, определенную над Е. 

Кроме того, из этих свойств следует, что dim (k) < 1 
(ср. гл. П, 8 3). 

(Напомним, что все рассматриваемые поля предпола- 
гаются совершенными.) 


Доказываем в несколько шагов: 

(1) (ii) (Г). Это тривиально. 

(2) (ii) => dim (k) < 1. Действительно, пусть О — тело, 
центр которого является конечным расширением А’ поля А. 
Элементы из D, приведенная норма которых равна 1, 
являются рациональными точками над А полупростой ал- 
гебраической ‘’группы SL(D). Если Dæk’, то эта 
группа не совпадает с {1} и условие (ii^) показывает, 
что она содержит борелевскую подгруппу, определенную 
над А, а следовательно, по крайней мере один YHH- 
потентный элемент, отличный от 1, что, очевидно, невоз- 
МОНО. kole. 

- Таким образом, D= k’, откуда явно следует, что 
dim (k) < 1. y 

- (3) G) > dim (k) K 1. Пусть К — конечное расширение 
поля k. Для всякой алгебраической группы L, определен- 
ной над К, можно построить (ср. Вейль [4], стр. 4) алге- 
браическую группу Юк»([) над k (точки этой группы 


со значением в А образуют „индуцированный модуль“ для 


группы L(k), определение которого было дано в гл. I, 
п. 5,8). Имеет место равенство 


IP (K, 5) =Н\(А, Вкь (Е). 


Если группа L полупроста, то и группа Юки» ([) nony- 
проста, а следовательно, в силу свойства (i) H! (K, [) = 0. 
Применяя это к группе PGL, (п произвольно), получаем, 
что группа Брауэра поля К равна 0, откуда dim (Е) < 1. 

(4) dim (k) < 1=> H! (k, Ю) =0, если группа R pas- 
решима. Группа Ю является расширением тора с помощью 
унипотентной группы. Так как группа когомологий послед- 
ней равна 0, мы видим, ‘что все сводится к случаю, 


10* 


t 
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‘когда АЮ — тор, этот случай рассматривается в [CL], 
стр. 1705). 

(5) (1) © (Г). Импликация (1) = (Г) тривиальна. Пред- 
‘положим, что выполнено (i). В силу результатов пунктов (3) 
и (4) для разрешимой группы А имеет место равенство 
H?! (k, Ю) =0, и, воспользовавшись точной последователь- 
ностью групп Н', получаем утверждение (i). | 

(6) G < (1). Воспользуемся следующей леммой: . 


Jemma 1. /Густь А — aaeb раическая группа, H — ее 
подгруппа, N — нормализатор H в А. Пусть с —не- 
который 1-коцикл группы G (kjk) со значениями в A(R), 
а ХЕН!(Е, А) —- соответствующий класс когомологий. 
Обозначим через ‚А алгеб раическую группу, полученную 
скручиванием А с помощью с (А действует на себе 
‘внутренними автоморфизмами.) Следующие два условия 
эквивалентны: 

(а) элемент х принадлежит образу отображения 
H! (k, М) —> H! (k, А); 

(6) группа ‚А содержит подгруппу Н', определенную. 
над k u сопряженную подгруппе H (над алгеб раическим 


замыканием k поля k). 


Это простое следствие предложения 37 гл. l, приме- 
ненного к вложению M в A; надо просто заметить, что 
точки факторгруппы А/М находятся в биективном соответ- 


') Пусть А — тор над А. Обозначим его группу характеров 
через X. Пусть К/Ё — расширение Галуа, достаточно большое, 
чтобы все элементы хСХ были рациональны над К (см. mpu- 
мечание на стр. 152). Группа А (К) точек R над К канонически 
отождествляется с KQ X’, где X’ = Hom (X, Z). Когомологи- 
ческая тривиальность модуля К* эквивалентна тому, что проек- 
тивная размерность Z (С)-модуля К* не больше единицы. Таким 
_ образом, существует проективная резольвента 


0—Р, > P —>К*->0. 
Тензорно умножая ее на X’, получаем, поскольку X’ — свобод- 
ный Й-модуль, что 5 
0—Р © X> P, QX >K QX > 0. 
Так как модули P;® X’ (i=0, 1) слабо проективны (см. [M], 


гл. 10, предложение 8.1), модули К* ©) X’ когомологически три- 
виальны; таким образом, H! (К, R (К) ) =0. — Прим. перев. 
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ствии с подгруппами из А, сопряженными H, и то xe- 
самое относится к (A/N). = 

Вернемся к доказательству (i^) 6 (ii^). Если выполнено 
условие (ii^), то, применяя лемму 1 к борелевской под- 
группе В полупростой группы L, мы видим, что отобра- 
жение Н!(Е, В) > H! (№, L) сюръективно. Так как в силу 
пунктов (2). и (4) H’ (k, В) ==0, сразу же получаем, что 
H! (k, [)=0. Наоборот, предположим, что выполнено 
свойство (i^), и пусть L — полупростая группа. Сразу же 
все сводится к случаю, когда центр L тривиален (центр 
определяется как групповая подсхема, не обязательно 
приведенная), другими словами, когда L — присоединенная 
группа. Как доказал Шевалле (ср. также Демазур, Гро- 
тендик [1]), существует форма La группы L, которая 
расщепима'), и L получается из Ly скручиванием с no- 
мощью класса ХЕН!(Е, Aut E Структура группы 
Aut (L3) определена Шевалле; она является полупрямым про- 
изведением группы Lg на конечную грулпу E, изоморфную 
группе автоморфизмов соответствующей схемы Дынкина. 

Принимая во внимание условие (Г), мы видим, что 
группу H!(k, Aut(L4)) можно отождествить с Н!(&, Е). 
Но элементы группы E (отождествленные с подгруппами из 
Аи+([4)), сохраняют борелевскую подгруппу В группы Ly; 
таким образом, обозначая через MN нормализатор В 
-B АцЕ(С и), мы приходим к выводу, что отображение 


H! (k, №) > H! (k, Aut (L3) ) 


$ 


сюръективно. Применяя лемму 1, получаем, что L содержит 
борелевскую подгруппу, определенную над k, что и тре- 
бовалось доказать. 


Замечание. Полупростые группы, содержащие боре- 
левскую подгруппу, определенную над k, называются 
квазирасщепимыми; см. по этому поводу Титц [1]. 


1) Алгебраическая разрешимая группа H над А называется 
к-расщепимой, если она связна и обладает композиционным. 
рядом Н=Н, >Н, >... ЭН, ={1} где Н; — связные под- 
группы, определенные над k, а факторы Нин к-изоморфны 
группам А" ‘или k“. Произвольная ‚алгебраическая группа назы- 
вается расщепимой, если она содержит расщепимую борелевскую 
подгруппу. — M pum. перев. 
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ТЕОРЕМА 2. Если Е — поле характеристики вуль, 
то четыре условия теоремы 1 эквивалентны двум 
следующим: | 

(iii) всякая полупростая алгебраическая группа, не 
совпадающая с {1}, содержит унипотентный элемент, 
отличный от 1; | 

(ii^) каждая полупростая алгебра Ли +0 содержит 
отличный от нуля нильпотентный элемент. 

Эквивалентность условий (Ш) и (iii) следует из Teo- 
рии Ли. Импликация (ii) = (Ш) тривиальна. Для доказа- 
тельства обратной импликации рассуждаем индукцией по 
размерности полупростой группы L. Можно считать, что 
[ -- 0. Выберем минимальную параболическую подгруппу P 
группы L, определенную над k (ср. Годеман [1]), и пусть 
Ю — ее радикал. Факторгруппа P/R полупроста и не co- 
держит унипотентных элементов, отличных от 1. Ее раз- 
мерность строго меньше размерности L, так как L содержит 
по крайней. мере один унипотентный элемент, отличный 
от 1 (Годеман [1], теорема 9). По предположению индук- 
ции P= R, а это означает, что P — борелевская non- 
группа группы L. 


Замечание. Как показал недавно Turu, условие (iii) 
‘эквивалентно условиям (i), (i^), (ii), (ii^), даже если харак- 
теристика k отлична от нуля (поле k, как всегда, пред- 
полагается совершенным). | 


2.3. Гипотеза 


Она состоит в том, что справедливо утверждение, 
обратное к теореме 1. Другими словами, 

ГипотЕезд 1. Если dim (Е) < 1, то выполняются экви- 
валентные свойства (i), (Г), (ii), (ii^), сформулированные 
в теореме 1. 

Эта гипотеза мне кажется чрезвычайно правдоподобной. 
В следующих двух случаях она уже доказана: 

а) Когда Е — конечное поле (Ленг). 

Справедлив даже более сильный результат: H?! (k, G) = 0 
для любой связной алгебраической группы (не обязательно 
линейной). Доказательство состоит в простом применении 
свойств эндоморфизма Фробениуса, см. Ленг [2]. 


г 
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6) Когда Е — поле типа (С!) характеристики нуль 
(Спрингер). 

Воспользовавшись теоремой 2, мы видим, что доста- 
точно доказать, что не существует ненулевой полупростой 
алгебры Ли 4, все элементы которой полупросты. Пусть 
это не так, очевидно, можно считать, что размерность M 
алгебры { минимальна. Пусть г — ранг Q. Если хЕц, то 
характеристический многочлен det (Г— аа (х)) делится на T?; 
пусть /,(х) —его коэффициент при T”. Очевидно, что 
f, — полиномиальная функция степени N — г на алгебре Q. 
Так как А — поле типа (С,), отсюда следует, что в Q суще- 
ствует такой элемент X, что f, (х) =0. Пусть с— центра- 
лизатор х в 4; поскольку элемент х полупрост, тот факт, 
что. f, (x) отличен от-нуля, означает, что dim (с) > г. Так 
как x+0, то ап (©) < n. Известно (ср. Бурбаки [2] гл. I, 
$ 6, п. 5), что с есть произведение коммутативной алгебры 
на полупростую. По предположению индукции последняя. 
алгебра должна быть нулевой, следовательно, с коммута- 
тивна, откуда получаем неравенство dim ()<гГ и тем самым 
противоречие. 

В общем случае при наличии только условия dim (А) < 1 
удается лишь доказать, что Ht! (А, [) =0 для классической 
полупростой группы L (не содержашей множителей типа D3). 
Доказательство легкое (ср. Серр [2], стр. 59—63), и его 
не имеет смысла здесь приводить. Случай особых групп Gs, 
F, и Е; по крайней мере, когда характеристика отлична 
от 2 и 3, разбирается аналогичным образом (ср. Сприн- 
гер [3]). 5 | 

Титц указал мне способ, позволяющий в принципе 
разобраться со случаем Е., однако остается группа Eg. 
Впрочем, я надеюсь, что эти проверки отдельных случаев 
окажутся ненужными и что будет найдено априорное дока- 
зательство гипотезы 11). 


1) Эта гипотеза доказана Штейнбергом как следствие такой 
теоремы: пусть L — полупростая односвязная группа, определен- 
ная над совершенным полем k. Предположим, что L содержит 
борелевскую подгрунпу, определенную над k. Для любого эле- 
мента хСЯ! (&, L) существует максимальный тор T группы L, 
определенный над А и такой, что х лежит в образе Н! (Е, Г) 
в группе Я! (А, L). (Если dim (Е) < 1, то Н! (Е, Г) =0, откуда 
H! (k, L) = 0. Переход к случаю произвольной связной линейной 
группы: не представляет труда.) См. Штейнберг [1]. 
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Упражнение. Пусть 4 — простая алгебра Ли над 
полем А характеристики 0. Пусть п (соответственно г) — 
размерность (соответственно ранг) алгебры 4. Известно 
(ср.. Констант [1]), что множество 4, нильпотентных эле- 
уентов из Q совпадает с множеством общих нулей г одно- 
родных многочленов Ру, ..., ЁР,; степеней Mi «cer т, 
соответственно, для которых 


РИ. т. 


Воспользоваться этим фактом для доказательства того, 
что 4,=5=0 для поля №, удовлетворяющего условию (C). 


2.4. Рациональные точки однородных пространств 


Результаты и гипотезы предыдущих пунктов относились 
к первому множеству когомологий Н!, т. e. к главным 
однородным пространствам. Следующая теорема, принадле- 
жащая Спрингеру, позволяет перейти к произвольным 
однородным пространствам. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть К — поле, размерность которого 
не превосходит 1, А — алгебраическая группа и X — 
однородное пространство (правое) над А. Тогда суще- 
ствует главное однородное пространство P nað ` A u 
А-гомоморфизм л: P—>X. -> 


(Само собой разумеется, что A, X, P, n предпола- 
гаются определенными над ДА.) 

Прежде чем доказывать эту теорему, сформулируем 
несколько следствий: : 


СледствиЕ 1. /Тредположим, что аш (®) <1 и что 
H?! (k, А) =0. Тогда каждое однородное пространство X 
над А имеет рациональную точку!). Действительно, 
главное однородное пространство P должно быть 
тривиально, следовательно, оно имеет рациональную. 
точку р; образ этой точки при отображении л опре- 
деляет рациональную точку Х. 


1) Пусть Х — многообразие, определенное над полем k. 
Точка хЕХ называется рациональной, если все ее KOOPAHHATH 
принадлежат полю А. — l] pum. перев. 
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Этот результат, в частности, применим, когда поле k 
удовлетворяет условиям (i), (i), (ii), (ii) теоремы 1 u 
А — связная линейная группа. 


СледствиЕ 2. Предположим, что dim (®) < 1, и пусть 
f: A—> A — сюрзективный гомоморфизм aneb pause- 
ских групп. Соответствующее Не H! (k, А) 
—> H! (k, А’) сюръективно. 


Пусть x’ €H! (k, А’, а Р’— главное однородное npo- 
странство над А”, соответствующее X’. Заставим действо- 
вать А на P’ c помощью f; снабдив тем самым P’ струк- 
турой однородного пространства над А. В силу теоремы 3 
существует главное однородное пространство Р над Аи 
А-гомоморфизм n: P—> P’. Пусть хЕН!(Ё, А) — класс 
пространства P. Легко проверяется, что образ x в H! (k, А”) 
равен х’, что и требовалось доказать. 


Следствие 3. Пусть k— поле, удовлетворяющее 
условиям (i), (Г), (ii), (Г) теоремы 1, и [ — линейная 
алгеб раическая группа, определенная над Е. Обозначим 
через Ly связную компоненту единицы группы L. Kano- 
ническое отображение | 


H! (k, Г) — H! (Е, LILò 
биективно. 


Следствие 2 показывает, что это отображение сюръек- 
тивно. С другой стороны, пусть с есть 1-коцикл группы 
С (k|k) со значениями в Д(®) и ¿Lọ — группа, полученная 
скручиванием подгруппы Lo с помощью с (это имеет смысл, 
так как L действует на Lo внутренними автоморфизмами);: 
поскольку группа „/. — связная линейная группа, усло- 
вие (i) показывает, что H!(k,, Lo) =0. Воспользовавшись 
_ точной последовательностью неабелевых когомологий (ср. 
гл. |, n. 5.5, следствие 2 к предложению 3.9), получаем, 
что отображение H! (k, L)—> H! (k, L/L) инъективно, что 
и требовалось доказать. Тем самым когомологии линейных 
групп полностью сводятся к когомологиям конечных групп. 


Доклзлдтельство ТЕОРЕМЫ 3. Возьмем точку ХЕХ (k). 
Hna любого s ЕС (k/k), sxEX (k), a значит, существует 
a € A(k), такой, что Sx = x. a, Легко видеть, что (а,) 
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непрерывно зависит от $, другими словами, определяет 


1-коцепь группы G (ЕЕ) со значениями в A (R). Если бы 
коцепь ` (4&4) была коциклом, то можно было бы найти 


главное однородное пространство P над A и точку рЕР(®Ю), 
такую, что $p = p a; положив л(р.а)== ха, мы полу- 
чили бы А-гомоморфизм n: P—> X, отвечающий нужным 
условиям. Таким образом, все сводится к доказательству 
следующего предложения: 


ПрЕдДлОЖЕНИЕ 7. В предыдущих а можно так 
выбрать 1-коцепь (a), чтобы она была коциклогм. 


Рассмотрим системы {Н, (а.)|, образованные алгебраи- 
ческой подгруппой H группы А (определенной над k) и 
1-коциклом (a) группы G (k/k) со значениями в А(®), 
для которых выполняются следующие условия: 

1) x. H=x (H содержится в стабилизаторе x); 

2) 5х =х.а, для всех $ Е С(Е№); 

3) Qaa любых двух элементов $, ЕЕ СЦ (k/k) суще- 
ствует такой й,,ЕН (k), что а, бе D аз; 

р 

4) а; “H -az =Н для всех s EG (ВЮ). 

Jemma 2. Существует по крайней мере одна система 
[Н, (@а}}. 

Возьмем за H стабилизатор элемента x, а за (а,) — 
любую коцепь, удовлетворяющую условию 2. Так как 
х.а, SQ, = xX = ха, существует h, ‚ЕН (k), такой, что 
а; Sa, = h; t ' Qst откуда получаем условие 3. Свойство 4 
выводится немедленно. 

Выберем теперь систему {Н, (a)}, в которой H mu- 
нимальна. Остается теперь установить, что Н совпадает 
с {1}, действительно, условие’ 3 покажет тогда, что 
(а;) — коцикл. 

ЛЕммА 3. Если подгруппа H минимальна, то связная 
компонента единицы Но група H разрешима. 


Пусть L — максимальная связная линейная подгруппа 
в Но. Согласно одной теореме Шевалле, L — нормальный 
делитель Ну, а факторгруппа Ну/Ё является абелевым 
многообразием !). Пусть В — борелевская подгруппа B L 


4) См. `Розенлихт [1]. — MI pum. перев. 
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и N — ее . нормализатор в H. Покажем, что N =H, ort- 
куда будет следовать, что В — нормальный делитель L, 
а следовательно, совпадает с /. Это, очевидно, показы- 
вает, что Ну разрешима (как ав абелева много- 
образия с помощью В). 

Пусть $€G (k/k). Очевидно, °В— аа TOL- 


‚группа “L, которая является максимальной связной линей- 
-1 
ной подгруппой в °H. Отсюда следует что а; Ва; — 


борелевская подгруппа группы 4; `Laz', которая совпадает 
с L (так как она максимальная связная линейная подгруппа 


= 
группы а; Hi û; = Но). Сопряженность борелевских 
подгрупп показывает, следовательно, что существует такой 
Е 
элемент hsEL, что й;.а; Ва; hs ЕВ; очевидно, 
можно считать, что A, непрерывно зависит от S. Положим 
ара . 7 - 
а. =, а.. В этом случае система {№, (a $) удовлетво 
ряет условиям 1, 2, Зи 4. Действительно, свойства 1 
/ 
и 2 очевидны. Для, доказательства 3 определим й;,, pop- 
мулой 
но S PEEN A 
а, Gak Oa 
Легкие вычисления показывают, что 
5 -1 d 
ls pe lt» as PE te hse 


Поскольку а; ‘hias Eas SH -az= H, из этой формулы 
следует, что hs, ‚ принадлежит H. С другой стороны, по 
построению, а-°Ва, ‘== В. Отсюда следует, что каждый 
из внутренних автоморфизмов, определяемых элементами Qy 
И а. ‘а, преобразует “В в В; внутренний автоморфизм, 
определяемый частным hst преобразует, следовательно, 


‚группу В в себя, а это, очевидно, показывает, что hst 
принадлежит N, и доказывает (3). Наконец, поскольку 
внутренний автоморфизм,: определяемый A преобразует °В 
в В, он преобразует также “N в N, что доказывает свой- 
ство 4. Так как подгруппа Н минимальна, получаем, что 
N = H, что доказывает лемму. 


Jemma 4. Если H минимальна, то она разрешима. 


Согласно результатам гл. Ш, достаточно доказать, что 
H/H} разрешима. Пусть г силовская подгруппа: группы 
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H/H, В — ее прообраз в H, а № — его нормализатор. 
Снова применяя к N рассуждения предыдущей леммы (со- 
пряженность борелевских подгрупп здесь заменяется со- 
пряженностью силовских подгрупп), получаем, что N = H. 
Таким образом, любая силовская полгруппа группы H/H 
является нормальным делителем; в этом случае группа Н/Н, 
есть произведение своих силовских подгрупп, следова- 
тельно, она нильпотентна и тем более разрешима. 


Лемма 5. Если dim(k) <1 u H минимальна, то H 
совпадает со своим коммутантол. 

Пусть H’ — коммутант. группы Н. Определим прежде 
всего действия группы G (k/k) на Н/Н’. С этой целью 
для ПЕН и $ ЕС (Ik) положим 


/ —1 


Условие 4 показывает, что °’й принадлежит H; если, ^ 
кроме того, ЕН’, то "’ВЕН. Таким образом, переходя 
к фактору, получаем автоморфизм у—*”у группы H/H’. 
Воспользовавшись формулой 3, мы приходим к тому, что 
st’ 


y o: Это означает, что Н/Н’ является G (В ®)- 
группой. 


Обозначим через h. = образ h, в группе H/H’. Это 
2-коцикл, что видно из тождества 


$ 
5 -Sel =l = g 
X аи A stu а `В. =], 


: у р я. а: -1 , =F 
aa °а; а; аа, -= a; a- а а, Ж 


norog. при переходе к M/H: дает равенство 
ВЕ 
йу в. Ви < бы ш huat. 
Однако известная теорема о структуре коммутативных 


алгебраических групп показывает, что группа H/H (k) имеет 
композиционный ряд, факторы которого есть группы без 
кручения, а следовательно, делимы. Так как 41 (®) < 1, 


получаем, что Н? (О (k/k), HJIH’ ()) =0, ср. гл. I, п. 3.1. 
Таким образом, коцикл (A, ,) является кограницей. Отсюда 
следует, что существует 1-коцепь (#;) CO значениями 
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В H (k), такая, что 
hst = 1 Sras hs, hen ЩЕ Rsi Е H’ (k). 
Имеет место соотношение | 
hr’ = ashr" -a7 = hs ashr" az'hz' mod H' (k). 


i / 
Изменив в случае необходимости Й;,„ можно записать 


—1 5, —1 —1 — 
hs, {= Ahs йа; hy cüs -hts his telhs t 


Гр. z 
Если положить 4&4 =h -4p предыдущая формула при 
мет вид 7 


f ЕЖЕ / 
as а, =, , $" 


Система (H' ; (в,)\ удовлетворяет условиям 1, 2 и 3. Без 


труда проверяется также и условие 4. Поскольку Н ми- 
нимальна, получаем, что H = H”. 


Конец ДОКАЗАТЕЛЬСТВА. Если {Н, (a )}— минимальная 
система, то леммы 4 и 0 показывают, что H == {1}, а сле- 
довательно, (а.) — коцикл, что доказывает предложение 7, 
- а вместе с ним и теорему 3. 


Упражнения. 1) В обозначениях доказательства 
леммы 5 показать, что на группе H/H’ существует струк- 
тура алгебраической А-группы, для которой структура 


соответствующего G (k/k)- модуля на H/H’ (k) совпадает. 
с определенной выше. 

| 2) Показать, что теорема 3 остается справедливой, . 
если заменить условие dim (^) < 1 на следующее: 

Стабилизатор точки х является унипотентной линейной 
группой. (Использовать, что Н?(А, Н)=0 для любой 
унипотентной коммутативной группы НЯ.) 

3) Предположим, что ап (А) <1 и характеристика 
р==2. 

Пусть / — невырожденная квадратичная форма от п 
переменных (N `> 2). Используя теорему 3, показать, что 
для любой константы с == 0 уравнение / (х) ==с имеет pe- 
шение в k. (Заметить, что схема решений этого уравнения 
‘является однородным пространством над унимодулярной 
ортогональной группой формы f, которая связна.) Заново 


p 
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получить этот результат непосредственно, используя лирмь 
тот факт, что когомологическая 2-размерность группы 


G (ЕЕ) не больше 1. 


$ 3. ПОЛЯ, РАЗМЕРНОСТЬ КОТОРЫХ _ 
НЕ ПРЕВОСХОДИТ 2 


3.1. Формулировка гипотез 


Напомним, что полупростая группа L называется одно- 
связной, если любое проективное представление L полу- 
чается проективизацией некоторого линейного представле- 
ния L. Пусть T — максимальный тор в L; односвязность 
эквивалентна тому, что группа характеров X (T) тора T 
совпадает с группой весов. (Ср. семинар  Шевалле, 
1956—1958.) . x 

ГипотЕЗА 2. /Густь Е — поле, когомологическая pas- 


мерность группы Галуа G (kjk) которого `не превос- 
ходит 2, и [. — односвязная полупростая группа, опре- 
деленная над k. Тогда Н'(Е, [)=0. 

Поскольку неизвестно, что следует считать „хорошим“ 
определением полей, размерность которых не превосхо- 
дит 2, сформулируем также следующие гипотезы: 

Гипотеза 2” (соответственно 2”). Та же формулировка, 


что u у гипотезы 9, с заменой условия cd (G (kIk)) <2 
3 / 42 ` 
на условие (C,) (соответственно (C2) ), 14:0 22: IL 
Разумеется, из гипотезы 2” следует гипотеза 2” (по- 


k £ 
скольку (C) (C2) ). Никакой импликации между гипо- 
тезами 2 и 2’ не известно. 


< Замечания. 1. Легко показать (воспользовавшись 
точной последовательностью’ неабелевых когомологий), что 
из гипотезы 2 следует гипотеза 1, п. 2.3. 


2. М. Кнезер доказал (Кнезер [3]) следующий част- 
ный случай гипотезы 2: 

Если А — конечное расширение поля Q, и [ — полу- 
простая односвязная группа, определенная над (А, то 
(Е, Lsn, i 

3. Г. Хардер доказал гипотезу 2 и гипотезы п. 3.3 
(см. ниже) в случае, когда В — вполне мнимое поле alre- 
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браических чисел, а L не содержит сомножителей типа Eg 
(не опубликовано). 


3.2. Примеры. 


(а) Группа SL (О). 

Пусть D — тело с центром А размерности n? над А. 
Пусть @„(Р) — алгебраическая группа над А, рациональ- 
ные точки которой над расширением k’/k совпадают 
с группой обратимых элементов D Qk’; ясно, что это 

k 


k-þopma группы GL,. 
Приведенная норма Nrea!?) определяет сюръективный 
гомоморфизм 


N reg к kic (D) a 6 


Обозначим через SL(D) ядро гомоморфизма Nea. Это 
к-форма группы SL,, а следовательно, односвязная полу- 
простая группа. Когомологии этой группы определяются“ 
с помощью точной последовательности 


Но (k, Ga (D))—> H? (k, Ga) —> 
> H’ (k, SL (D))—> H (k, Gm (D)). 


Первые две группы равны здесь соответственно О* и #*. 
Легко доказывается (с помощью „сумм Пуанкаре“), что. 
Н\(Ё, @.(О))==0. Отсюда следует, что Н\(Е, $1. (2)) =0 
в mom и только. том случае, когда гомоморфизм 
Nea: 0*-> k* сюрзективен, что выполняется (по опреде- 


лению), если k удовлетворяет условию (C2). 

(6) Группа Spin, 

Пусть f — невырожденная квадратичная форма от п 
переменных; предположим, что характеристика k отлична 
от. 2, и пусть $О,— соответствующая унимодулярная орто-_ 
гональная группа. Эта группа (в предположении, что п >.3) 
полупроста. Ее универсальное накрытие совпадает с груп- 
пой Зрш,. Имеет место точная последовательность 


0 —> и. —> Spin, —>$0,—0, где m= {£1}, 


г) Cp. Бурбаки [4*], гл. 8, § 12, п. 3. — Прим. перев.. 
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из которой получаем ОЗУ последовательность групп 
КОГОМоОЛоОГиИЙ: ` } 


Spin, (k) —> SO, (k) —> k*|k? —> H’ (k, Spin,) —> 
— H! (k, S0,) > Ħ? (k, u). 


Группа H?(k, u) отождествляется с подгруппой Br (k), 
группы Bpayəpa Br (k), образованной элементами, для KO- 
торых 2х = 0. Гомоморфизм 6: SO, (k) —> k*k? — спинор- 
ная норма'), отображение A: H!(k, SO,)—> Btr (k), neno- 
средственно связано C инвариантом Витта квадратичной 
формы (относительно подробностей см. Спрингер [1], 
стр. 241, а также Дельзант [1], стр. 1366). Заметим, что 
группу Н!(А, SO,) можно отождествить с множеством 
классов квадратичных форм от п переменных, имеющих 
тот же дискриминант, что и f. Выписанная точная после- 
довательность дает следующий результат: 

Для того чтобы H! (k, Spin,) = 0, необ ходимо и ĝo- 

статочно, чтобы выполнялись следующие два условия: 


(i) отображение спинорной нормы ò: SO, Ее 
сюръективно; 

(1) каждая квадратичная форма, имеющая тот же 
дискриминант u инвариант Витта, что и f, ей экви- 
валентна. | 

Можно показать, что эти условия выполнены, если 
каждая квадратичная форма от 5 переменных над А пред- 
ставляет 0 (ср. Витт [1]), в частности, следовательно, 


a 
_ когда А удовлетворяет условию (C3). Это доказывает тем 
самым другой частный ‘случай гипотезы 2”. 


— 


3.3. Смежные вопросы 
(а) Пусть Ł— полупростая группа, С — подгруппа 
группы L, содержащаяся в ее центре. В гл. Г, п. 5.7, 
было определено каноническое отображение 
А: H! (k, 2/С)—> H? (k, С). 


Сюръективно ли это отображение, если k удовлетворяет 
одному из условий гипотез 2, 2’, 2”? Наиболее интерес- 
ный случай получается, когда Č односвязна, в этом случае 


1) Ср. Бурбаки [4*], гл. 9, $ 9, п. 5. — Прим. перев. 


< 
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отображение А инъективно (при условии, что справедливы 
рассматриваемые гипотезы). 

(6) Предположим, что А есть р-адическое поле (конеч- 
ное расширение поля Q,). Полупростая группа L над k 


называется анизотропной, если она не содержит отличных 
от | унипотентных элементов, рациональных над k. Co- 
гласно одной теореме Годемана, это эквивалентно тому, 
что аналитическая группа L (k) компактна. Верно ли, что 
любая простая анизотропная группа имеет тип А„? Здесь 
также можно попытаться проверить отдельные случаи, 
однако случай Е; до сих пор не поддается (см. последнее 
замечание в п. 3.1). | 
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4.1. Условие (F) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Mycmo G — проконечная группа. Cae- 
дующие три условия эквивалентны: 

(а) группа G имеет только конечное число откры- 
тых подгрупп индекса п для любого целого числа п; 

(a) то же самое утверждение для открытых Hop- 
мальных делителей; 

(6) для любой конечной Ц-группы А (ср. гл. I, n. 5.1) 
множество H?! (G, А) конечно. 


Если Н — открытая подгруппа в О] индекса N, то пере- 
сечение H’ подгрупп, сопряженных с H, является откры- 
тым нормальным делителем С индекса, не превосходя- 
щего n! (Действительно, факторгруппа G/H’ изоморфна 
подгруппе группы перестановок группы G/H. ) Отсюда легко 
следует эквивалентность условий (а) и (а). 

Покажем, что (а) = (6). Пусть п — порядок конечной 
Ц-группы А и H — открытый нормальный делитель 
группы @, тривиально действующий на А. В силу усло- 
вия (а) существует лишь конечное число открытых под-` 
групп H индекса меньшего или равного n.. Их пересече- 
ние H’ есть открытый нормальный делитель группы G. 
Всякий непрерывный гомоморфизм f: Н —> А тривиален 
на H’. Отсюда следует, что композиция 


H(G, A)—> H! (H, A)—> HH’, А) 


11 Зак. 202- 
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тривиальна. Таким образом (ср. точную последовательность 
гл. I, п. 5.8), группа H! (G, А) отождествляется с H! (Е А), 
которая, очевидно, конечна. 

Покажем, что (6) = (а). Для этого надо доказать, что 
для любого N существует только конечное число TOMO- 
морфизмов группы С в симметрическую группу $,. Это 
следует немедленно из конечности Н!(@, $„), где G три- 
виально действует на S. | 

Каждая проконечная группа т удовлетворяющая. усло- 
виям предложения 8, будет называться группой „типа (Е)“. 


ПрРЕдложЕнНИЕ 9. Каждая проконечная группа G, mono- 
логически порожденная конечным числом элементов, 
имеет тип (Е). 


Действительно, существует только конечное число 
гомоморфизмов @ в конечную группу (поскольку они опре- 
деляются своими значениями на топологических образую- 
щих G). 


СледствиЕ. [/Тро-р-группа имеет тип (Е) тогда u 
только тогда, когда она топологически конечно поро- 
жодена. 


Это следует из двух предыдущих предложений и пред- 
ложения 25 гл. Il. 


Упражнения. 1) Пусть С — проконечная группа 
типа (F) n f: О —> О —сюрёективный гомоморфизм G на 
себя. Показать, что f— изоморфизм. [Пусть Х„ — мно- 
жество открытых подгрупп в С данного индекса и. Если 
НЕХ,, то FPEX. и, следовательно, f определяет 
инъекцию fp? Х„->Х,. Так как Х, — конечные множе- 
ства, то отображение f, является биекцией. Отсюда cie- 
дует, что ядро Л’ отображения f содержится во всех OT- 
крытых подгруппах С, а следовательно, совпадает с {1}.] 


2) Пусть (№,), р==2, 3, ..., — неограниченное семей- 
ство целых положительных чисел, занумерованных про- 
стыми числами. Пусть G, есть №,-я степень группы Z, 
а С — произведение всех G, Показать, что группа @ 


имеет тип (Е), однако не порождается конечным числом 
элементов. 
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4.2. Поля типа (Е) 


Пусть А — поле. Будем говорить, что k имеет тип (F), 


если k совершенно ‘и его группа Галуа @(®/®) имеет 
тип (Е) в смысле предыдущего определения. Это послед- 
нее условие сводится к тому, что для любого целого 
числа n существует только конечное число подрасшире- 


ний А (соответственно подрасширений Галуа) степени п 
над k. | 


Примеры полей типа (Е). (а) Поле В вещест- 
венных чисел. 


(6) Конечное поле. (Действительно, такое поле имеет 
единственное расширение данной степени, более того, его 


группа Галуа изоморфна Z, а следовательно, топологи- 
чески порождена одним элементом.) 

(в) Поле С((Г)) формальных степенных рядов от 
одной переменной над алгебраически замкнутым полем С 
нулевой характеристики. [То же рассуждение, что и в пре- 
дыдущем случае; заметить, что, согласно теореме Пюизе 
(ср. [CL], стр. 76)1), все расширения С ((Г)) имеют вид 

1 


с( (=) 


(г) р-адическое поле (конечное расширение поля @,). 
Это следует из хорошо известного результата, который 
можно доказать, например, следующим образом: каждое 
конечное расширение поля А является чисто разветвлен- 
ным расширением неразветвленного расширения №. Так как 
существует лишь единственное неразветвленное расширение 
данной степени, все сводится к чисто разветвленному 
случаю. Однако такое расширение задается „уравнением 
Эйзенштейна“ Т”а.Т” +... а, =0, где @, — целые 
элементы поля k, а а, — униформизирующая. Множество 
таких уравнений образует компактное пространство OTHO- 
сительно топологии сходимости коэффициентов; с другой 
стороны, известно, что близкие уравнения определяют изо- 
морфные расширения (это следствие „леммы 'Краснера“, 


Г) Ср. также К. Шевалле [5*]. — H pum. перев. 
11e 
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cp., например, [СГ], стр. 40, упр. 1 u 2)'). Отсюда полу- 
чается нужная нам конечность. 
На самом деле известны гораздо более точные утвер-. 
ждения. 
(i) Краснер явно вычислил число расширений данного 
поля А степени п (см. по этому поводу Краснер [1])?). 


(ii) Ивасава ‘доказал, что группа Галуа С (k/k) тополо- 
гически порождается конечным числом элементов, ср. Ива- 
сава [2] (этот результат у него явно не сформулирован, 
но легко следует из теоремы 3, стр. 468). - 


Упражнение. Пусть А — совершенное поле. Пред- 
положим, что для любого целого числа n и любого конеч- 


ного расширения К поля k факторгруппа К*/К*" конечна. 
Показать, что существует только конечное число разре- 
шимых расширений Галуа данного поля k данной степени, 
взаимно простой с характеристикой. Как применить это 
к р-адическому полю? 


4.3. Конечность когомологий линейных групп 


ТЕОРЕМА 4. ШГусть К — поле типа (Е), а L— алге- 
браическая линейная группа, определенная над k. Мно- 
жество H! (Е, L) конечно. 


Доказывается в несколько шагов. 
(i) Группа L конечна (т. e. размерности 0). 


_В этом случае множество L (Е) рациональных над k 


точек группы L является конечной G (kIk)- группой, K KO- 
торой можно применить предложение 8. Отсюда следует 
конечность множества Н!(А, [) = H? (G (Е/®), Е(®)). 

(11) Группа L связна и разрешима. 

‚Применяя следствие 3 к предложению 39 гл. I, nony- 
чаем, что все сводится к случаю, когда L — унипотентная 
группа или тор. В первом случае H! (А, L)= 0, ср. пред- 
ложение 6. Предположим теперь, что L— тор. Тогда cy- 
ществует ‘конечное расширение Галуа k'/k, такое, что L 


1) Ср. также Ленг [47], гл. 2, $ 2, предложение 4. — H pum. 
перев. 

2) Подробное изложение работ Краснера можно найти в его 
статье [2*]. — MI pum. перев. 
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К’-изоморфна произведению мультипликативных групп Gn. 
Так как Н'(А’, Gu) =0, получаем, что НТ(А, [) =0, 
а, следовательно, группу Н!(А, L) можно отождествить 
с H! (k'k, Г). В частности, если в==[А”: k], то пх =0 
для всех хЕН! (Е, L). Рассмотрим теперь точную nocie- 
довательность 

0—> L, >L L—>0 


и соответствующую. когомологическую последовательность. 
Мы видим, что группа H!(k, L,) отображается на ядро. 
отображения Н! (А, L)—> H! (k, L), т. e. на всю группу 
H?! (k, L). Поскольку группа L, конечна, случай (i) noka- 
зывает, что H!(k, L,) конечна, а следовательно, конечна 
и H! (k, L). 

(111) Общий случай. 

Воспользуемся следующим результатом, принадлежащим 
Спрингеру: 


Jemma 6. Пусть С — картановская подгруппа линей- 
ной группы L, а N — нормализатор С в L. Тогда rano- 
ническое отображение H! (k, №) > H! (k, L) сюрвективно. 


(Этот результат верен для любого совершенного поля k.) 
Пусть x€H!(k, L), а с— коцикл, представляющий x. 
Пусть ‚Г — труппа, полученная скручиванием L с по- 
мощью с. Согласно одной теореме Розенлихта, грунпа „L 
содержит картановскую подгруппу С’, определенную над k; 
при расширении основного поля до А группы Си С’ ста- 
новятся сопряженными. В силу леммы 1 из п. 2.2 отсюда 
следует, что x принадлежит образу H!(k, №) в группе 
H! (k, Г), что и доказывает лемму. 

Вернемся теперь к доказательству теоремы 4. Пусть 
С — картановская подгруппа группы L, определенная над k, 
и N — ее нормализатор. По предыдущей лемме достаточно 
доказать, что группа H!(k, N) конечна. Факторгруппа М№/с 
конечна; в силу (i) группа H!(k, М/С) также конечна. 
С другой стороны, для любого коцикла с со значениями в № 
скрученная группа „С связна и разрешима, таким образом 
в силу результата пункта (Ш) Н\(Е, С) конечна. Приме- 
Haa теперь следствие 3 к предложению 39, гл. I, полу- 
чаем, что группа H!(k, №) конечна, что и требовалось 
доказать. 
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Следствие. /Густь Е — поле типа (Е). 


(а) Существует только конечное число k-popm nony- 
простой ‚группы, определенной над k (с точностью до 
_ изоморфизма). 

(6) Го же самое относительно Е-форм пары (У, х), 
где У — векторное пространство, а х— тензор (ср. 
в. ЕТ» 

Это следует из того, что в обоих случаях группа авто- 
морфизмов рассматриваемой структуры является алгебраи- 
ческой линейной группой. — 


Замечания. 1. Если № — поле нулевой характери- 
стики и типа (F), то можно показать, что у любой anre- 
браической линейной группы имеется только конечное 
число А-форм; для этого надо распространить теорему 4 
на некоторые неалгебраические группы, которые являются 
расширениями дискретных групп „арифметического типа“ 
с помощью линейной группы; относительно подробностей 
см. Борель, Серр [1]. 


2. Пусть Е, — конечное поле, А = А ((Г)). а + 


не применима к А (уже потому, что А несовершенно — 
можно даже показать, ‘что группа H! (А, Z/pZ) бесконечна). 
Тем. не менее возможно, что, когда /[ редуктивна’), 
в частности полупроста, группа H! (k, L) конечна. 


4.4. Конечность орбит 


ТЕОРЕМА 9. Пусть Е — поле типа (Е), G — алгеб pau- 
ческая группа над k, а V — однородное пространство 
группы G. Фактормножество У (Е) по отношению экви- 
валентности, определяемому группой G (k), конечно. 


`Пространство У является объединением конечного числа 
орбит связной компоненты единицы группы @; это позво- 
ляет свести все к случаю, когда G связна. Если V (Е) = Ø, 
то нечего доказывать. В противном случае, пусть v EV (k) 
и H — стабилизатор v. Каноническое отображение G/H — У 
определяет биекцию множества (G/H)(k) на У (k). След- 


1) Алгебраическая А-группа G называется редуктивной, если 
ее унипотентный радикал (т. е. максимальный связный унипо- 
тентный нормальный делитель G) сводится к единице. — M pum. 
перев. 


$ 4. Теоремы конечности 167 


ствие | к предложению 36 гл. I показывает, что фактор 
(G/H)(k) по Ц (Е) можно отождествить с ядром канониче- 
ского отображения @:. H! (k, H)—> H! (k, G). Таким обра- 
зом, достаточно доказать, что это отображение собственно, 
т. e€. что а! преобразует конечное множество в конечное. 
Пусть С — максимальная связная линейная подгруппа 
в G, M=LNH, A=GJ/L, В=Н М. Согласно теореме 
Шевалле, А — абелево многообразие, а В инъективно NO- 
гружается в А. Имеет место коммутативная диаграмма 


H! (k, H)—> H! (k, G) 
| 
eod 

A! (k; В) —> Н\(Е, А) 


Поскольку группа M линейна, теорема 4 (вместе с пред- 
ложением 39 гл. Г) показывает, что отображение Y соб- 
ственно. С другой стороны, теорема о „полной приводи- 
мости“ абелева многообразия!) показывает, что сущест- 
вует абелево многообразие В’ той же размерности, что 
и В, и гомоморфизм А->В’, такой, что композиция 
В-> A—> B’ сюръективна; кроме того, многообразие В’ 
и морфизм А-> B’ можно определить над А. Так как ядро 
отображения В—> В’ конечно, используемое выше рассу- 
ждение показывает, что композиция H! (k, В) — H! (k, А) > 
— H! (k, В’) собственна. Отсюда следует, что отображе- 
ние д собственно, а, следовательно, собственно и отобра- 
жение доу —=Воа. Таким образом получается нужное нам 
свойство морфизма @, что и требовалось доказать. 


Следствие 1. //усть Е — поле типа (Е), а G — линей- 
ная алгебраическая группа над Е. Максимальные торы 
(соответственно картановские подгруппы) группы G об ра- 
зуют конечное число классов (относительно сопряжения 
элементами из Ц |®). 


Пусть Г — максимальный тор (соответственно карта- 
новская подгруппа) группы G, определенный над k (если 
такого нет, то нечего доказывать); пусть Н — его нормали- 
затор в G. Поскольку. все максимальные торы (соответ- 


1) Ср. М. Бальдассари [1“], стр. 149. — Прим. перев: 


д 
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ственно картановские подгруппы) сопряжены над k, то они 
биективно соответствуют точкам однородного простран- 
ства G/H; те из них, которые определены над А, соот- 
ветствуют рациональным над А точкам G/H; в силу тео- 
ремы 5 они распределяются в конечное число классов по 
модулю С (Е), откуда получаем искомый результат. 


СледствиЕ 2. Шусть k — поле нулевой характери- 
стики типа (Е), а G — полупростая группа над k. Унипо- 
тентные элементы из С (Е) образуют конечное число 
классов (относительно сопряжения элементами из G (®)). 


Доказательство такое же, как и для следствия 1, ис- 
пользуется тот факт (доказанный Костантом), что унипо- 


тентные элементы в С (№) образуют конечное число классов. 
Упражнения. Поле А здесь совершенное поле типа (Е). 


1) Пусть f: @ > (”’ — гомоморфизм алгебраических 
групп. Предположим, что ядро f является линейной груп- 
пой. Показать, что соответствующее отображение 
H! (k, С) —> H! (k, G’) собственно. 

2) Пусть С — алгебраическая группа, а К — конечное 
расширение поля k. Показать, что отображение H! (k, @)— 
—> H! (K, G) собственное. [Применить результат упр. 1 
к группе 0’ == Rg (G).] 


4.5. Вещественный случай 


Разумеется, результаты предыдущих пунктов можно 
применить к полю К. Впрочем, некоторые из них проще 
получить с помощью топологических рассуждений. Так, 
например, теорема 5 следует из того факта (доказанного 
Уитнеем), что всякое вещественное алгебраическое много- 
образие имеет только конечное число связных компонент. 
Мы покажем, что для некоторых групп можно пойти дальше 
и явно вычислить группу H!. 

Начнем с компактной группы Ли К. Пусть Ю —ал- 
гебра непрерывных функций на К, являющихся линейными 
комбинациями коэффициентов ‘матричных представлений 
(комплексных) группы К. Обозначая через Ro подалгебру 
вещественных функций, получаем, что R= R&C. Из- 


вестно (ср., ВНЕ Шевалле [4], гл. 6), что К agir 
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ная алгебра некоторой алгебраической В-группы L. 
Группа Z (В) вещественных точек L отождествляется с К. 
Группа 2 (С) называется комплексификацией группы К. 
Очевидно, на L (C) действует группа Галуа g= G (СЮ). 


ТЕОРЕМА 6. Каноническое отображение =: H?! (9, К) > 
—> H! (4, [(С)) биективно. 


[Так как 4 действует тривиально на K, H?! (4, К) есть — 
множество ‘классов сопряженных элементов X B К, для 
которых Хх? == 1.] 

Группа 4 действует на алгебре Ли Z (C); инвариантные 
элементы образуют алгебру Ли f группы K, дополнение р 

к которой образовано антиинвариантными элементами. 
Экспоненциальное отображение определяет вещественный 
аналитический изоморфизм подалгебры P на замкнутое MOL- 
многообразие P группы (С); ясно, что хРх-1==Р для 
всех ХЕХ; кроме того (Шевалле. [4]), каждый элемент 
z € L(C) можно однозначно записать в виде 2 = Xp, где 
хЕК и рЕР. 

Напомнив эти результаты, покажем, что отображение € 
сюръективно. 1-коцикл группы 4 в 2 (С) отождествляется 


с элементом 2 Е Ё(С), таким, что Zz = 1. Если записать 2 
в виде хр, где хЕК, арЕР, то получим, что хрхр-! == 
(ак kik- p= pij откуда р: p Но» 
принадлежит P и однозначность разложения L (С) =К .Р 
показывает, что x? — | и х !рх==р. Пусть P, обозна- 
чает подмножество Р, состоящее из: элементов, коммути- 
рующих с х; легко видеть, что х совпадает с образом 
векторного подпространства P при экспоненциальном OTO- ` 
бражении. Отсюда следует, что р можно записать в виде 
p=, где 9аЕРу. Это показывает, что Z = q%q и, так 
как 9=49`\', получаем, что коцикл Z когомологичен KO- 
циклу Хх со значениями в К. 

Покажем теперь, что отображение H! (4, К) —> 
—> H! (4, [(С)) инзективно. Пусть x, x’ €K — два таких 


элемента, что х2={Т и х” ==1, и предположим, что они 
когомологичны в С (С), т. e. что существует такой эле- 
мент Z€ ZL(C), что х’=2-1х2. Представим 2 в виде 
# = ур, где УЕК и рЕР. Тогда 


x= py 'хур`\, 
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откуда следует, что 
eea | K ni 
нра рт Ь, 


Воспользовавшись снова  однозначностью разложения 
[(С)=Р.К, получаем, что х’==у`!ху, а это означает, 
что хи х’ сопряжены в K, и тем самым завершает дока- 
зательство. 


Примеры. (а) Предположим, что группа К связна, 
и пусть Г — один из ее максимальных торов. Обозначим 
через T, множество элементов ET, таких, что =|. 
Известно, что любой элемент x EK, для которого х? == 1, 
сопряжен элементу ÉE Т.; кроме того, & t ЕТ. сопряжены 
в К в том и только том случае, когда они преобразуются 
элементом из группы Вейля в один и тот же элемент !). 
Таким образом, теорема 6 показывает, что группа 
H! (R, L)= Ht (9, L(C)) отождествляется с фактор- 
множеством ГМ. 

(6) Возьмем в качестве К группу автоморфизмов связ- 
ной полупростой компактной группы $. Пусть А (соот- 
ветственно Ё)— алгебраическая группа, ассоциированная с К 
(соответственно ©). Классический результат показывает, 
что А является группой автоморфизмов группы [. Та- 
ким образом, элементы группы H!(R, А) соответствуют 
вещественным формам группы L, и теорема 6 заново 
дает классификацию этих форм с помощью классов „HH- 
волюций“ группы S (принадлежащую Эли Картану). 


4.6. Поля алгебраических чисел (теорема Бореля) 


р 


Пусть А — поле алгебраических чисел. Ясно, что k 
не является полем типа (Е). Тем не менее имеет место 
следующая теорема конечности. 


ТЕОРЕМА 7. Шусть Г — алгебраическая линейная 
группа, определенная над k, а $ — конечное множество 


Г) Пусть G — алгебраическая аффинная группа, Г — ее мак- 
симальный тор, № — его нормализатор в С, ai Z — его центра- 
лизатор. Факторгруппа W = N/Z конечна и называется группой 
Вейля группы С. Так как все максимальные торы группы С со- 
пряжены, это определение не зависит от выбранного тора T, — 
Прим. перев, Е. | 
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точек поля К. Каноническое отоб ражение 
os: Ни, 2) > ПЦ, L) 
ves 


собственно. 

Поскольку группы Н!(®., L) конечны (ср. теорему 4), 
множество 5 можно как угодно менять, и в частности 
можно считать, что S = (Ø (в.этом случае вместо @ç мы 
будем писать ©). Кроме того, скручивая L, приходим к вы- 
воду, что достаточно показать, что ядро конечно; дру- 
гими словами, 


ТЕОРЕМА 7. Существует только конечное число ло- 
кально тривиальных элементов группы H! (R, L). 


В случае, когда L — связная редуктивная группа, в этой 
форме теорема была доказана Борелем [2], см. также до- 
клад Годемана на семинаре Бурбаки в июне 1963 г. Случай 
связной линейной группы немедленно сводится к этому 
случаю. Несколько труднее избавиться от условия связ- 
ности, относительно этого. я отсылаю к уже цитированной 
статье Бореля — Серра. 


4.7. Контрпример к „принципу Хассе“ 


Сохраним обозначения п. 4.6. Существуют важные при- 
меры, когда отображение 


о ЕЕ БН" Г) 


инзективно; например, когда Г — проективная или орто- 
гональная группа. Естественно задать вопрос, распростра- 
няется ли „принцип Хассе“ на все полупростые группы. 
Мы покажем, что это не так. 


ЛЕммА 7. Существует конечный G (& ®)- модуль А, для 
которого каноническое отображение группы Н'(Е, А) 


в [| H!(k,, А) непнзективно. 
4 


Начнем с того, что возьмем конечное расширение Ta- 
луа К/А, группа Галуа С которого обладает следующим 
свойством: 

Наименьшее общее кратное порядков групп разло- 
жения точек V поля Е строго меньше порядка n группы G. 


“> 
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[Пример. k=Q, K=Q(V 13, V17); здесь группа 
Галуа типа (2,2), ее группы разложения циклические BTO- 
рого порядка или единичные. Аналогичные примеры суще- 
ствуют над любым числовым полем.] 


Пусть Е = 7/17 [G] — групповая алгебра группы G над 
кольцом 7/17, а А— ядро пополняющего гомоморфизма 
E—>Z/nZ. Так как когомологии группы Е тривиальны, 
точная когомологическая последовательность показывает, 
что H!(G, A)= Z/nZ. Обозначим через x образующую 
группы H!(G, А), а через 4 — наименьшее общее кратное 
порядков групп разложения С@„, и пусть yY = Qx. Очевидно, 
у Æ 0; с другой стороны, поскольку каждый элемент группы 
H? (G, A) аннулируется 4, образ ув H! (G,, А) нулевой. 
Поскольку группа Н!((, А) отождествляется с подгруп- 
пой Н!(Е, А), мы построили тем самым ненулевой элемент 
yE H! (k, А), все локальные образы которого нулевые. 


Лемма 8. Существует конечный G (Ё/®)- модуль В, для 
которого каноническое отображение H?(k, В) в 


ИП H2(k,. В) неинзективно. 
v 


Это значительно менее тривиально. Можно действовать 
_ двумя способами: 


1) Начнем с построения конечного G (k|k)- -модуля Å, 
удовлетворяющего условию леммы 7. Положим затем 


В = А’ =Нощ (А, 2%). 
По теореме двойственности Тейта ядра отображений 


Hi (k, А)> ПН, A) и Не, B)—> [[ Hk, B) 


двойственны друг другу. Так как первое ядро отлично 
от нуля, второе также ненулевое. 
2) Явная конструкция. Возьмем в качестве В некоторое 
расширение 
бы РО 


‘где и, обозначает группу корней п-Й степени из 1. Выбе- 
рем модуль В таким, чтобы, как абелева группа, он был 
прямой суммой u,@®Z/nZ; в этом случае его структура 
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G (Е/Ю-модуля определяется элементом группы 
H' (k, Hom (Z/nZ, u,)) = H! (k, up) = k*k”. 


В качестве интересующего нас элемента группы H?(k, В) 


выберем канонический образ х некоторого элемента x E 
€ H? (k, и„), который можно отождествить с элементом 
группы Брауэра, порядок которого делит n. Но такой эле- 


мент задается локальными инвариантами x -Е (= z) 2)/ £; 


удовлетворяющими обычным условиям 2y tm G 2m0 
если U— вещественная точка и X, == 0, если точка U KOM- 


плексная). Мы хотим устроить так, чтобы элемент х был 
отличен от нуля, а локально был нулевым. Первое усло- 
вие сводится к тому, что х не принадлежит образу гомо- 
морфизма d: H! (k, Z/nZ)—> Н?(Е, и„). Это отображение 
легко вычислить явно; прежде всего группа Н'(А, 2/п2.) 


совпадает с группой гомоморфизмов у: akik) > (4 z) J 4.: 
Согласно теории полей классов, % отождествляется C TOMO- 
морфизмом группы классов иделей поля А B (> z) J Z; 


обозначим через (X%,) локальные компоненты %. Без труда 
проверяется, что кограница dy элемента Хх принадлежит 
группе Н? (А, и„) и ее локальные компоненты (4%), равны 
Xy (У). Таким образом, первое условие, накладываемое на X, 
эквивалентно следующему: 

(а) Не существует характера y% €H! (Rk, 212), для 
которого Xy = {oy (y) для всех V. 

Условие, что элемент х — локально нулевой, ‘озна- 
чает, что 

(6) Для любой точки v существует Q, Е H! (ky, 2/17), 
для которого х,=Ф, (у). 

Числовой пример: k= Q, y= 14, п=8, X% =Q для 
v F2,17 n x, =— хи = 1/8. 

Надо проверить условия (a) n (6). 

Проверка (а). Предположим, что существует глобаль- 
ный характер Хх, такой, что ху. (14) = х,. Рассмотрим сумму 
Ух. (16) (которая должна быть нулевой, поскольку X% 
аннулируется на главных иделях). Хорошо известно, что 
число 16 есть 8-я степень в локальных полях Q, p2 


174 Гл. Ш. Некоммутативные когомологии Галуа 


(ср. Артин, Тейт [1], стр. 96), таким образом, %,(16)=0. 
для 9-2. С другой стороны, 144= 16 mod 9 (для 
этого надо показать, что ТЕ 0”, а это следует из того, 
что —7 есть 2-адический квадрат). Отсюда получаем, что 
` Xo (16) =4х.(14) =1/2 и сумма всех х,(16) отлична от. 
нуля. Это и дает искомое противоречие. 

Проверка (6). Для v Æ 2,17 положим ф. =—0. Для 
v = 2 определим характер группы Q3 формулой P, (a) = 
— Ww (@)/8, где w (0) — значение нормирования Q; очевидно, 
что P(Y) = $. (14) = 1/8. Для о = 17 заметим, что мульти- 
пликативная группа (21/172) — циклическая порядка 16 и 
имеет в качестве образующей у == 14 (достаточно прове- 
рить, что 148==—1 mod 17. или что 28==1 mod17 и 
78 = (—2)} = — 1 mod 17). Таким образом, . существует 
характер Ф.7 группы 17-адических единиц порядка 8, имею- 
щий на у значение — 1/8; его можно продолжить, все 
равно каким способом, до характера порядка 8 группы Q}, 
что заканчивает проверку условия (Ô). 

[Этот пример мне указал Тейт; пример, которым я 
пользовался сначала, был сложнее.]. 


| “Лемма 9. Пусть В — конечный С (В !®)-модуль и 
x€ H?(k, В). Существует полупростая группа S над к, 
центр Z которой содержит В и которая обладает 
следующими двумя свойствами: 

(а) Элемент х принадлежит об разу гомоморфизма 
а: H! (k, Z|B)— H? (k, В). 

(6) H! (k,, $) =0 д4я любой точки v nona k. 

Пусть n — целое число, n` 1, такое, что nB =0. 
‚ Возьмем достаточно большое конечное расширение Галуа 
К/Е, для которого выполняются следующие три условия: 
(i) В есть Ц (&/№Ю-модуль, (ii) x` получается из элемента 
x’ Е H? (G(K/k), В), (ii) поле К содержит корни п-Й cre- 
пени из 1. Обозначим через В’ = Нош (В, 9/7) двой- 
ственный к В модуль; очевидно, можно записать В’ как 
фактормодуль свободного модуля над кольцом Z/nZ [G (К |®)].. 
По двойственности В можно погрузить в свободный мо- 
дуль Z panza q. над кольцом 7117 [С(К/®)]. Так как Z 
свободен, Н?(@ (К/К), 2) ==0 и существует такой элемент 
y E H! (G (К/К), Z/B), что dy’ = x’; элемент у’ определяет 
элемент yEH!(k, Z/B), кроме того, ясно, что. dy = x. 
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Итак, все сводится к отысканию полупростой группы $ 
с центром Z, удовлетворяющей условию (Ő) леммы. 
Будем исходить из группы L= SL, Ж... X SL, (q co- 
множителей). Если рассматривать L как алгебраическую 
группу над К, то центр L изоморфен 2/17 Ж... Ж Ап 
(все его элементы рациональны над К, так как мы зара- 
нее предположили, что К содержит корни П-Й степени 
из 1). Возьмем за S группу Ркиь(Ё), полученную из L 
ограничением основного поля К до k. Центр группы $ 
изоморфен (как G (®/®)-модуль) прямой сумме. 4 экземпля- 
ров групп | 
Кик (Z/nZ) = Z/nZ [G (КТ), 
а следовательно, его можно отождествить с введенным 
выше модулем Z. Итак, остается проверить условие (6). 
Однако легко видеть, что группа S8 ky изоморфна npo- 


изведению групп КК, (L), где w принадлежит множеству 

точек поля К, продолжающих v (ср. Вейль [4]); таким 

образом, H! (k, S= [| M (К, L) = 0, поскольку KOTO- 
| о 


мологии группы SL, тривиальны. Теперь можно построить 
нужный пример. 


„ТЕОРЕМА 8. Существует полупростая алгеб раическая 
группа G над k и элемент tE Н'(Ё, G), для которого: 


(а) t #0: 
(6) Для любой точки v поля k образ t, элемента t 
в группе Н'(Е,, G) тривиален. 


Согласно лемме 8, существует конечный G (®/®)-модуль В 
и элемент хЕН? (А, В), такой, что x #0 и все его ло- 
кальные образы X, нулевые. Пусть $ — полупростая. 
группа, удовлетворяющая условиям леммы 9 относительно 
пары (В, x). Эти условия показывают, что центр Z 
группы $5 содержит В и что существует элемент YE 
ЕН! (k, 2/В), для которого 4у==х. Обозначим через G 
группу S/B, и пусть #— образ у в группе Н!(Е, G). Io- 
kakem, что пара (G, £) удовлетворяет условиям теоремы: 

(а) Пусть A: H! (k, G)—> H? (k, В) — оператор взятия 
кограницы, определяемый точной последовательностью 

0 —> B —> S —> G — 0., 
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Коммутативная диаграмма 
H! (k, ZIB) “> H? (k, В) 


=: g 
H! (k, G) > H?(k, В) 


показывает, что А =dy =x. Поскольку х #0, nony- 
чаем, что Æ 0. 
(6) Воспользуемся точной последовательностью 


H! (ky, 5) —Н'(®,, G)—> H? (kq, В). 


Вышеприведенное рассуждение показывает, YTO А (Ё,) = 
= x, = 0, так как Н!(Е,, $) =0 (ср. лемма 9), получаем 
= 0, что и требовалось доказать. 


Замечания. 1. Предыдущая конструкция неизбежно 
приводит к группам, которые лежат „строго между“ одно- 
связными и присоединенными группами. В этих двух край- 
них случаях „принцип Хассе“, возможно, верен !). В слу- 
чае односвязных групп можно даже сформулировать сле- 
дуюшую гипотезу: 


Каноническое отображение H! (k, @) > Пн! (k, G) 
биективно (произведение берется по точкам V, для KO- 
торых k, = R). 

Эта гипотеза проверена для некоторых классических 
групп, а также для групп G, и F, 

2. T. Оно для’ получения полупростой группы, число 
Тамагавы которой не является целым числом, восполь- 
зовался построением, близким к конструкции леммы 9. 
Это наводит на следующий вопрос, поставленный Борелем: 
есть`ли связь между числом Тамагавы и Ня 
принципа Хассе 2)? 


БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ К ГЛАВЕ Ш 


Содержание § 1 „хорошо известно“, однако нигде не 
изложено удовлетворительно, не исключая и настоящего 
курса. Гипотезы 1 и 2 были высказаны на коллоквиуме 


') „Принцип Хассе“ в односвязном случае был доказан 
Е: Хардером для групп, не содержащих множителей типа Е.. 
2) Вопрос, поставленный Борелем, решен Оно [3]. 
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в Брюсселе в 1962. Тёоремы 1, 2, 3 принадлежат Сприн- 
геру; первые две можно найти в его докладе в Брюсселе, 
теорему 3 он мне сообщил непосредственно. Как показал 
_Гротендик (не опубликовано), можно доказать несколько 
более сильный результат, воспользовавшись обращением 
в НУЛЬ „неабелевой H?“ для любого поля, размерность 
которого не превосходит 1. 

Параграф 4 почти без изменения извлечен из статьи 
Бореля, Серра [1]; я лишь добавил конструкцию контр- 
примера к принципу Хассе. 


$ à $ 

Наконец, вот краткий перечень работ, посвященных 
различным типам полупростых групп и содержащих (явно 
или нет) результаты о когомологиях ыы 

Ортогональная группа: Э. Витт [1], Т. Спрингер [1]. 

Классические группы ‘и алгебры с инволюцией: 
А. Вейль [3]. 

Группа G,: Джекобсон [1]. 

Группа Е.: Альберт, Джекобсон [1]. 

Группа Ес: T. Спрингер [3]. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 


ДВОЙСТВЕННОСТЬ ДЛЯ КОГОМОЛОГИЙ 
ПРОКОНЕЧНЫХ ГРУПП 


Жан-Луи Вердье 


$ 1. ИНДУЦИРОВАННЫЕ И КОИНДУЦИРОВАННЫЕ 
МОДУЛИ 


1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ. Пусть @ — проконечная группа, 
У - ее открытая подгруппа и У — дискретный топологи- 
ческий У-модуль. В п. 6 $ 2 гл. I был определен инду- 


цированный модуль ME (У). Определим коиндуцированный 
модуль сМ (У), полагая 
М) =7(0) Q У. 
2 (У) 


На нем можно определить структуру С-модуля, исполь- 
зуя действие. на первом сомножителе. Проверяется, что _ 
это дискретный топологический @-модуль (согласно Tops 
минологии [GL], это индуцированный модуль). 

Пусть X — дискретный топологический С@-модуль. O60- 
значим через ХО его же, но рассматриваемый как У-мо- 
дуль, и положим Ху=оМ(х°) H иХ = M% (X°). Тогда 
Ху — контравариантный функтор от Х и ковариантный 
`функтор от V. Действительно, для всякой открытой под- 
группы И’=@, содержащейся в И, очевидным образом 
определяется отображение Ху, —> Ху. Аналогично yX — 
ковариантный функтор от X и контравариантный от V. 

Изучим функторы Ху и уд. 


1.2. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Бифунктор (У, Х)->Ху кано- 
нически изоморфен бифунктору (У, X)—>Z (GV) zX. 

Группа G действует на последнем модуле следую- 
щим образом: 


g: 2®х—>уг®ух, 860, ХЕХ, 2Е2(0). 
Аналогично, бифунктор yX изоморфен бифунктору 
(У, Х) —>Нош;(й (GNV), X), 
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на котором группа а действует следующим об разом 


(ga) (2) == 8 (a (87! (z))), a € Homz (Z (В/У), W; 
_ ZEZ(GV), g EG. 

Укажем только, как определяются изоморфизмы. Обо- 
значим через g’ класс элемента g EG в факторгруппе @/У. 
Поставим в соответствие каждому элементу g ®хЕХу эле- 
мент 20 © gx, принадлежащий модулю Z (GV) ® X. Про- 

Z 


веряется, что таким образом получается изоморфизм Ху, на 
ZON) ® ^, функториальный относительно X и V. Ana- ` 


логично, ИО элементу а Су X, т. е. каждому непрерыв- 
ному отображению а: @—>Х, удовлетворяющему условию 


а (98) =4(8), 9ЕУ, gEG, 


соответствует отображение 4: @ > X: g -—> ga(g7!). Ipo- 
веряется, что отображение а пропускается через ЧМ, 
а следовательно, определяет элемент из Homz (Z (GIV), X). 
Далее легко проверяется, что. так определенное отобра- 
жение есть изоморфизм, функториальный по X u V. 
_` Обозначим для краткости через Ху и yX функторы 
Z (GIN)QX и Нот; (Z (СУ), X) соответственно. Свойства 
| 7 


этих функторов устанавливаются в следующем предложении: 


1.3. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. 1) Существуют трифункториаль- 
ные изоморфизмы 


Home (Ху, Y) Home (X. yY) 3 Ношу (X, Y). 


2) Для данной открытой подгруппы У существует 
некоторый функториальный по X изоморфизм ip: 
Ху-—>уХ. Очевидно, относительно У этот изоморфизм 
не может быть функториальным. 

_ 3) Функторы X —>Xy и Х>уХ точны по X и 
коммутируют с произвольными индуктивными и проек- 
тивными пределами. 

_ 4) Если X — инзективный Д-модуль, то Ц-модули 
Ху ü yX также инзективны. 

TE) П усть У’— открытая подгруппа G, содержащая 
и нормализующая V. С помощью вложения УТУ в GIV 
группа У’ действует справа на AP ARO e 


12" 
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Эта структура правого У'- модуля функториальна по X 
в следующем смысле: Пусть U — открытая подгруппа 
в G, содержащаяся в V и инвариантная в У’. Канони- 
ческое отображение X y—>Xy согласовано со структу- 
рой У’-модуля. 

_ Кроме того, группа У’ действует слева на уХ = 
— Homz (Z (GV), X) с помощью вложения V'IV в GIV. 
Действия У’ перестановочны с действиями группы G, 
Эта структура левого У’-модуля функториальна по 
ли V: 

Если отобразить правый У’-модуль Ху в _ девый 
У’- модуль yX, положив 


71 
хх = XU х 


то изоморфизм iy из (2) является изоморфизмом У `- mo- 
дулей. 

6) Рассматривая Xy как правый У'|\У-модуль, nony- 
чаем, что | | 


НУ, Ху)=0 для 1-0 и НУ", Ху=Ху 


6’) Рассматривая X как левый \' У - модуль, neay. | 
чаем, что 


НУ У, ,X)=0 для i0 и НУ, уХ= их. 


ДокаЗАТЕЛЬСТВО. Если пользоваться вторым определе-. 
нием функторов Ху и yX, то первое утверждение стано- 
вится тривиальным. Изоморфизм iy из второго утверждения 
получается при рассмотрении канонического базиса Z (СУ). 
Свойства (3) и (4) формально следуют тогда из свойств 
(1) и (2). Доказательство свойства (5) сводится к не- 
скольким тривиальным проверкам. Докажем свойства (6) 
и (6°). Модуль 2 (СИ) есть индуцированный правый V/V -мо- 
дуль. Отсюда следует, что Ху и yX — также индуцирован- 
ные У’/И-модули. Остается показать, что H? V’ NV, Ху) = 
= Ху, и что Н%(У”У, уХ)==у,Х, но это очевидно. 

Мы воспользуемся индуцированными модулями для по- 
строения резольвент. 

Более точно; пусть X — дискретный @-модуль, X° — 
он же, рассматриваемый как абелева группа, K? (X) = 
== Мс(Х‘°) — соответствующий индуцированный модуль, 
e(X): X —> K? (X) — каноническая инъекция. Положим 
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Z! (X) = Coker (e (Х)) и обозначим через Л(Х): К®(Х) —> 
—> Z! (X) канонический морфизм. Определим по индукции 
для любого целого i> | 


К' (= К”(2'(Х)), г =e (Z4X)), 
+ (Х) = Coker (e), И = j! (Zi (X), 
delse. 
Тем самым получаем комплекс К*(Х), функториальный 
по X, и функториальный морфизм 
e- da K 
превращающий комплекс K*(X) в резольвенту X. 
1.4. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. К” — аддитивный точный rosa- 
риантный функтор, коммутирующий с фильтрую- 
щимися индуктивными пределами, а С-модуль K'(X)- 


когомологически тривиален (т. e. са(в, К(Х)) =0, 
ср. гл. [, дополнение, стр. 85) для любого положитель- 
ного числа i и любого дискретного Ц-модуля X. 


Последнее условие очевидно, так как К'(Х) — инду- 
_цированные модули. Для доказательства первого утвер- 
ждения достаточно проверить, что K? (Х)— точный функтор 
по Х и что он коммутирует с фильтрующимися индук- 
тивными пределами. Пусть 


0—> X’ — X —> X" —>0 

— точная последовательность дискретных С-модулей. Coor- 

percre paura последовательность абелевых групп 

0-х” -> 8-Х" ->0 
также точна. 
Отсюда немедленно следует, что последовательность 
z0 0 no 

0 —> Mo (X")—> Mo (X°) —> Mo (X”°)—>0 
_ точна. Пусть теперь Xa — фильтрующаяся индуктивная си- 
стема дискретных С-модулей и X = lim Xa Пусть т — 

— 


Q 
канонический морфизм 


lim (К° (Хо) )-> K? (X); 
А 
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Этот морфизм, очевидно, инъективен; докажем, что он 
сюръективен. Для этого достаточно показать, что каждое 
непрерывное отображение а: G —> Х пропускается через Хо. 
Но группа С компактна, а X дискретна; отсюда следует, 
что образ G при отображении 4 конечен. Следовательно, 
этот образ содержится в образе Ху в X. 

1.5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Каждая резольвента X, обладающая 
свойствами из предложения 1.4 и функториальная по Х, 
называется пе = функтором (ср. Гротендик [1], 
2. 25). 


1.6. ПРЕдложЕНИЕ. Пусть (Ку, в.) и (K3, =.) — два pe- 
зольвентных функтора. Существует резольвентный 
функтор (К a E3) и морфизмы резольвентных функторов 


3. $ * 3. E * у 
пи: Kiska M3: Ka К. 
такие, что следующая диаграмма коммутативна 
$ 
еек ON 


N 
N 
€2 R mi 
м 
у m? ay 
Ко > Кз. 


Пусть R(X — простой комплекс, ассоциированный 
с двойным комплексом Ki (K (X)). Так как функтор Ki 
точен, комплекс Кз(Х) ацикличен всюду, кроме размер- 
ности нуль. Функтор Х — Кз(Х) точен и коммутирует 


с индуктивными пределами. Кроме того, Кз(Х), будучи 
для всех `> 0 прямой суммой когомологически тривиаль- 
ных @-модулей, когомологически тривиален. Наконец, 


морфизмы вложения комплексов Kı (X ) и Ко (X) в двойной 
комплекс К! (K j (X)) определяют морфизмы 


функториальные по Хи индуцирующие изоморфизмы на 
когомологиях. Кроме того, коммутативна следующая диа- 
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грамма | 
рак кт (X) 

| a i 
Kə (X) РКХ 


позволяющая определить морфизм E3, что и завершает 
доказательство. 
$ 2. ЛОКАЛЬНЫЕ ГОМОМОРФИЗМЫ 


- 2.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть © — замкнутая подгруппа 
группы G, а X и У — два дискретных -модуля. Положим 


Homs (Х, У) = 
= lim Ношу (X, У) 2; lim Нощд (Ху, т Home (Ху, у. 
VDS VƏS у5$ 


где индуктивные пределы берутся по проективной системе 
` открытых подгрупп И, содержащих 5. 

Назовем группу Нот; (X, У) группой локальных 0mo- 
морфизмов относительно подгруппы S.. B случае когда 
S= {1}, обозначим Ношз (Х, У) через Hom (X, У). 


2.2. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. /Тусть U — замкнутая подгруппа 
группы G, содержащая u нормализующая S: 


1) Группа U/S действует na Homs(X, У), определяя 
на ней структуру дискретного топологического UJS- 
модуля; кроме того, 


HUIS: Нот (Х, У) ) = Ношу (Х, У). 
2) Если модуль У инзективен, то 
cdy;s (Homs (X, У)) =0. 


- 3) Правыми производными функторами функтора 
Yis Homs (X, У) (со значениями в категории UJS- -моду- 
_ лей) являются функторы 


Exts (Х, У) = 


= lim Ехёи (X, У) 5 limExt (Ху, Y) 3 lim ВхЬ СХ, уу). 
—> 
VDS VDS VDS 
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ДоказАТЕЛЬСТВО. 1) Легко проверяется, что Homs (X, Y)— 
это наибольший подмодуль Homz (X, У), на котором непре- 
рывно действует группа G и для которого 


Нош (Х, У) = Homs (Х, Y). 


_ Утверждение отсюда следует немедленно. 
2) Надо показать, что для любой подгруппы U и 
любого целого числа i >. 0 


H’ (U/S, Нот (Х, У))=0. 


Но каждая открытая подгруппа И”, содержащая $, со- 
держит открытую подгруппу V, содержащую $ и норма- 
лизуемую. подгруппой U. Отсюда следует, что 


H? (UJS, moa Y))= lim H? (U - ИМ, Homp (X, Y)), 
vs 


где предел берется по подгруппам У, нормализующим U. 
Таким образом, согласно гл. I, § 1, предл. 8, можно 
считать, что $5 открыта: 

Пусть Z — резольвента (занумерованная целыми отри- 
цательными числами) И/5-модуля Z, состоящая из CBO- 
бодных И/$-модулей конечного типа. Тогда 


Н* (U/S, Нот; (X, 7)) = H* (Нот; (2, Нот; (X, У) )) $). . 


Но так как $ открыта, Ношу (Х, Г) = Нот; (Х, Y). Boc- 
пользовавшись каноническими изоморфизмами, получаем, что 


Н* (UJS, Нот; (Х, Y)) = H* (Hom; (X, Hom, (Z Y) )). 


Члены комплекса Z CYTb прямые суммы модулей, изоморф- 
ных 7(0/5). Отсюда следует, что комплекс Homz(Z', Y) 
состоит из членов, являющихся прямыми суммами моду- 
лей, изоморфных Нота (Z (UIS), Y). Но модуль Y является 
С-инъективным, а следовательно, И-инъективным. B силу 
предложения 1.3 получаем, что И-модуль Homz (Z (UJS), У) 
инъективен. Таким образом, комплекс Homz (Z, У) состоит . 
из инъективных О-модулей. Кроме того, модули когомо- 
логий этого комплекса все нулевые, за исключением 
размерности нуль, в которой H? (Ношд (7`, У)) =У. Cne- 


1) Где Hom; обозначает комплекс морфизмов. 
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довательно, комплекс Homż (2, У) есть инъективная pe- 
зольвента И-модуля У. Таким образом 


H’ (U/S, Нотз(Х, Hene, У). 


Но модуль У Д-инъективен, а потому и И-инъективен, 
что и требовалось доказать. 

3) Утверждение очевидно. 

2.3. Следствие. Существует спектральная последо- 
вательность 


EP 1 — H” (UJS, Вх&(Х, У)) > Ext" (X, У). 
Эта спектральная последовательность композиции функ- 
торов, применимая здесь в силу предложения 2.2 (2) 1). 


2.4. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. В случае когда модуль X конеч- — 
ного типа (как абелева группа или как Д-модуль, что 
одно u то же) или когда подгруппа $ открыта, 


Homs (Х, У) =Нощтх(Х, Y), 
Ех (X, У) =Ext$ (X, У). 
Случай, когда 5 открыта, тривиален. Предположим 
что X конечного типа. Группа С действует в этом случае 
на X посредством @/У”, где У’ — достаточно малый откры- 


тый нормальный делитель. Отсюда следует, что для любой 
достаточно малой открытой подгруппы И 


Ношу (X, У) = Homz (X, YY), 


а, следовательно, поскольку Х как абелева“ группа конеч- 


ного типа, 
Нош (Х, У) =Ношх (X, У). 


Отсюда легко следует предложение. 


2.5. Следствие. Если подгруппа Ц открыта (напри- 
мер, U = G), то спектральная а AA NARNG 2.3 
принимает вид 


H? (UJS, вх (X, У)) > Ех Ч (X, ,) 


Если к тому же модуль Х конечного типа или подгруп- 
па $ открыта, то спектральную последовательность 


1) См. Гротендик [1], теорема 2.4.1, 
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можно записать в виде 
H? (UJS, Ех& (X, У)) Ех “(Х, У). 
В частности, когда X — модуль конечного muna, 


HP’ (U, Ext (X, У)) > Ext (X, Y). 


Эта спектральная последовательность дает бесконеч- 
ную точную последовательность 


0—> H! (U, Homz (X; У))-> Ех, (X, Y)—> 

SSH WU ai DAAH U; Tbeir AE Y 
„=> HAU Hom A Yee A e У. 

-> НР" (U, Extz (X, Y)) > Н?*" (И, Homz(X, Y)) =>... 


2.6. Замечания. 1. Пусть У — открытый нормаль- 
ный делитель группы G. Для любой пары С-модулей X 


и У абелеву группу Ех, (X, У) можно снабдить струк- 
турой @/-модуля. Эта структура определяется следую- 


и образом: Ext (Х, Y) функториально изоморфна 


ЕхЮ (Ху, У), с другой стороны, группа Xy снабжена струк- 
турой правого С /У-модуля, а следовательно, для любого 
контравариантного функтора Р со значениями в категории. 
абелевых групп Р (Xy) является левым @/У-модулем. 
Пусть $ — замкнутый нормальный делитель группы G. 
Предыдущее замечание легко позволяет, определить на 


Ех (Х, Y) структуру Ц /$-модуля. Действительно, @/5-мо- 
дуль Ext$ (Х, У) есть индуктивный предел @/5-модулей. 


Ext (X, Y), где предел берется по открытым нормальным 
делителям У, содержащим S 
_ 9. Если X =Z, то Ext (Z, Y) =H’ (V, У) снабжается 
таким образом структурой P AR. Предположим, что 
группа С тривиально действует на У. Структура С /У-мо- 
ayia на Н'(У, У) получается в этом случае с помощью 
действия G на V внутренними автоморфизмами. 

3. Пусть V — открытая подгруппа в Ц, а X — HeKo- 
торый С-модуль. В этом случае определены изоморфизмы 


Ни; ЮЗ HG ASHO Ху) 
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первый изоморфизм определен, исходя ‘из изоморфизмов 
предложения 1.3 (1), а второй —с помощью изомор- 
физма iy: Xy —> yX, определенного в предложении 1.3 (2). 
Пусть У’ — открытый нормальный делитель группы С, CO- 
держащий У. Канонический гомоморфизм yX —> у'Х опреде- 


ляет тогда канонический гомоморфизм H (У, Х) —Н"(У’, X), 
который совпадает просто с отображением ограничения. 
Аналогично, канонический гомоморфизм Ху’ —> Ху опре- 
деляет гомоморфизм Н’(У’, X)—>HŻ (V, X), совпадающий 
с коограничением. 
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Обозначим через ©’ одну из следующих категорий: 
© g — категория дискретных топологических @-модулей. 
р 
@а— полная подкатегория категории Gg, состоящая 
из периодических С-модулей. 


ZG — полная подкатегория Gg, состоящая из р-перио- 
дических С-модулей. | 

Для сокращения записи обозначим функтор H?(G, .) 
через Г. Пусть X’ и Y` — два комплекса произвольной 
аддитивной- категории; обозначим через Нот’ (Х”, У’) npo- 
стой комплекс морфизмов X в Y`. 

Если идет речь о резольвентном функторе (определе- 
- ние 1.5), то считается, что он принимает значение в кате- 
гории ©’, а не только в Gg. Функтор К” из предложе- 
ния 1.4 на объектах из категории @’ принимает значения 
в категории ©. 


3.1. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Лусть А — абелева группа, 
X > K* (X) — резольвентный функтор. 
1) Функтор 


_ X —> Homi (ГК" (X), А) 
на категории ©’, принимающий значения в категории 


комплексов абелевых групп, представим. Другими сло- 


вами, существует комплекс Гх(А) объектов катего- 
рии © и функторный изоморфизм 


A: Ношдь (ГК*(Х), А) 5 Ношё(Х, Ге(А)). 
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Комплекс Ге (А) функториален по А. Функтор 
А р (А) определен однозначно, с точностью до изо- 
морфизма. 

2) Комплекс Га (А) не зависит, с точностью до гомо- 
monuu, от выбора резольвентного функтора. 
3) Если А— инзективная абелева группа, то объекты 


комплекса Ге(А) инзективны. 
4) Пусть X —> К*(Х) — резольвентный функтор на 
категории C g, CPUNMAOHAA значения на объектах X 


из категории Co (соответственно Zh) в категории Gh 
(соответственно 5). Тогда Г ее (А) — периодический под- 


комплекс комплекса Г 5 (A), а комплекс Гр (А)—р-при- 
а 


марная часть Г (A). 
G 


5) Если А — инзективная абелева группа, mo обзекты 
когомологий комплекса Ге (А) даются следующими gop- 
мулами: 

a) © = “r: 

H! Fe, (a)= lim Homz z 24), 
V, — бог 


где индуктивный предел берется по открытым под- 
группам и морфизмам коограничения. Структура G-mo- 
Oyaa определяется структурой правого @-модуля 
H! (V, Z), где У — нормальный делитель в G. 
6) Z =gh, 
H Tyi a) =. lim Нош; (НЧ(У, Z/mZ), А). 
G — 
У, Сог, т 
в) Z =, —— 
“(T р (А))\= lim Нот; (НЧ(У, 7/р"7), A). 
$2 а 
У, Сог, т 


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Свойства резольвентных функторов 
(определение 5) показывают, что функтор 


X —> Hom TK! (X), А) 
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контравариантен, точен слева и преобразует фильтрую- 
щиеся индуктивные пределы в фильтрующиеся проективные 
пределы. Так как категория 6’ локально нётерова (см. AHC- 
сертацию Габриэля [1], гл. 2), этот функтор представим 
(ср. диссертацию Габриэля, гл. 2, п. 4, или гл. 1, $ 3, 
лемма 6). Отсюда легко следует утверждение. 

2) Пусть Ki n К2 — два резольвентных функтора; для 
доказательства утверждения можно считать в силу предло- 


$ $ 
жения 1.6, что существует морфизм резольвент M: Ki —> Koa. 
Отсюда следует существование функториального по А изо- 


морфизма M: Ге (АГ (А), такого, что для любого 
‘объекта X категории @’ морфизм 


Hom, (Х, Г. (4) —> Hom; (X, Ге 2 (А), 
полученный из. морфизма т, индуцирует изоморфизм на 
группах когомологий. Это показывает, что морфизм т, 
с точностью до гомотопии, является изоморфизмом. 

3) Ясно. 

4) Ясно. 

5) Рассмотрим чай g= =bg Hanopten А any 
цирует на группах когомологий изоморфизм 


А-а: Ношу; (5% (а, X), А)— H~’ (Ното(Х, ве. (4) ). 


Полагая X = Zy и переходя K индуктивному пределу по 
открытым подгруппам, ` получаем нужный нам результат. 
Аналогично поступаем в других случаях. 

Обозначим через А (АБ) (соответственно А (5’)) karero- 
рию конечных комплексов (т. е. комплексов, члены кото- 
рых, за исключением конечного числа, все равны нулю) 
абелевых групп (соответственно объектов категории ©’) 1). 
Если функтор Г имеет конечную когомологическую раз- 
мерность на категории ©’, то существуют конечные резоль- 
‚ вентные функторы (т. e. такие, что для всех объектов X 
из g комплекс К*(Х) конечен). Для резольвентного 
функтора, введенного в предложении 1.4, и достаточно 


1) Морфизмы в категории Л (АБ) (соответственно R (C) ) суть 
гомоморфизмы комплексов, сохраняющие степень и коммутирую- 
щие с дифференциалами. 
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больших Å модули ZÝ когомологически тривиальны. Итак, 
пусть X — K*(X)— конечный резольвентный функтор. 
Продолжим его на категорию А (6) следующим образом: 
пусть X’ — объект категории А (g), тогда пусть 


К*(Х`) — простой комплекс, ассоциированный с двойным 
комплексом K! (X). 


< 


3.2. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Лредположим, что функтор Г 
имеет конечную когомологическую размерность на кате- 
гории ©’. Пусть X —>К*(Х) — конечный резольвентный 
функтор, X` — объект из Ю (5), A — объект из R (АБ). 


1) Существует функтор а (A`), принимающий 
‚значения в категории R(E), и бифункториальный изо- 
морфизм 


А: Hom, (ГК* (X), A) 55 Hom; (X , Гу (А)). 


2) Изоморфизм А определяет гомоморфизм комплек- 
сов (т. е. гомоморфизм, коммутирующий с дифферен- 
циалами) нулевой а о: ГК*Гх (4°)-> A, такой, 
что изоморфизм AT? совпадает с композицией гомомор- 
физмов 


Hom; (Х", Г, (4) = I, Ношу, (ГК* (X°), FKT (А) —®> 
—> Hom, TKX, A). 


ДоклзлтеЕльство. Утверждение | тривиально следует 
из предложения 3.1 (1). Для доказательства утверждения 2 
используются классические ‘доказательства из теории со- 
пряженных функторов. 

Пусть X` — объект А (8’). Обозначим через H! (G, X’) 
1-ю группу гиперкогомологий I (X°); пусть, кроме того, 
У’— другой объект категории R (6’); обозначим через 
Ext (X, Y`) {-й гипер-Ех{ (cp. Картан — Эйленберг [1], 
гл. 18, п. 2). Это обозначение, в котором не участвует G, 
законно, потому что справедлива 


3.3. ЛЕммА. Инбективный объект I категории G 
инзективен в Cgo . 


Так как случай G =’ тривиален, предположим, что 
ср © 
6—6. Пусть J— инъективный объект ‘категории Gog. 
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Ясно, что периодический подобъект Л объекта J инъек- 


t : t 
тивен B g и что любой объект категории Ø G можно NO- 
грузить в инъективный объект такого вида. Таким обра- 


зом, достаточно показать, что Л инъективен в Go Но J, 
будучи инъективным объектом, является прямым слагаемым 
индуцированного инъективного модуля Мо (Л), где J? обо- 
значает объект J, рассматриваемый как инъективная абе- 
лева группа. Отсюда получаем, что J— прямое слагаемое, 


объекта Мо(19)' = Mgo(J%), который инъективен в Я’. 
Случай g — gh разбирается аналогично. 


3.4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Дуализирующим комплексом катего- 
рии ©’ называется конечный комплекс D` категории ©’, 
снабженный гомоморфизмом р: H? (G, О`) > 9/1, таким, 
что композиция гомоморфизмов 


H’ (G, X’) X Ext’ (X, D) S H(G, 2^)- 9/7 


(где первая стрелка определяется Е = 


определяет функторные изоморфизмы Ех. (AD yey 
2; Нош»(Н' (G, X`), 9/7). Однозначность (в некотором 
смысле) дуализирующего комплекса устанавливается пред- 


ложением, которое следует ниже. Пусть Х’ — объект 
из А (©). Инъективная резольвента объекта X’ — это гомо- 
морфизм Х’ в комплекс ш](Х”), все объекты которого 
принадлежат категории ©’, инъективны в ней и, за исклю- 
чением конечного числа, равны нулю в отрицательных сте- 
пенях; этот гомоморфизм индуцирует изоморфизм когомо- 
логий. Инъективные резольвенты существуют (Картан, 
Эйленберг [1], гл. 17) и определяются однозначно с точ- 
ностью до гомотопии. 


3.5. ПреЕдложЕНИЕ. Густь (р, 6) u (Dx 03) — два 
дуализирующих комплекса категории ®, а Ш!) u 


Inj (Də) —их инъективные резольвенты. Существует 
единственный, с точностью до гомотопци, гомоморфизм 


s: Inj (Di) > Inj (D3. 


согласованный с отображениями 6, и ро. 
‚ Доказательство этого предложения мы опускаем, 


192 П риложение 


3.6. ТЕОРЕМА. Пусть С — проконечная группа Koner- 


ной когомологической размерности (соответственно ко- 
нечной когомологической р-размерности). Категории o 
gh (соответственно GR) 0б ладают  дуализирующими 
комплексами. 


Действительно, изоморфизм А из предложения 3.2 дает 
при переходе к когомологиям изоморфизмы 


А_с: Homz (Н“(@, X`), 917) Ежа" (X`, Tg (Q/Z)). 


Утверждение 2 из. предложения 3.2 позволяет определить, 
кроме того, гомоморфизм 


: Н° (О, Гу (9) )> 9/2, 


вторая же часть этого утверждения показывает, что из 


определения «›-произведения следует, что изоморфизм и 
определяется композицией гомоморфизмов 3 


Ext" (X`, Tg (9/2))Х 
XH’ (G, ХЗ H(G, Te (Q/2)) => 9/7. 


Обозначим через / (соответственно /* или /Р) комп- 
лекс инъективных С-модулей Гео (9/2) (соответственно 


z$ (Q/Z) или Гр p (9/2), определяемый, согласно предло- 


аи 3.1, произвольным резольвентным функтором !). 
Объекты когомологий этого комплекса даются формулами - 
из предложения 3.1 (5). Выбор другого’ резольвентного 


функтора приводит к замене комплексов Г, /*, IP на romo- 
топически эквивалентные им комплексы. Если, например, 
группа С имеет конечную когомологическую размерность, 
то комплекс / гомотопен конечному инъективному ком- 
плексу и теорема 3.6 показывает, что Sonop paN д-функ- 
торов 


Аа: Нош»(Н“ (G, X), 9/7) > H~" (Homọ (X, 1), 
X E ob (a) 


1) Если это не ведет к путанице, мы будем просто писать / 
(соответственно /", 1P). 
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; 


(введенный в предложении 3.1 без всяких ограничений 
на G) определяется «>-произведением. 


3.7. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть С — проконечная группа, 
а H — группа, действующая на G и обладающая сле-. 
дующим свойством: для любой открытой подгруппы V 
группы G существует открытая подгруппа У’, содер- 
жащаяся в У u инвариантная относительно H u G., 


В этом случае группа H действует на HI (Ñ для 
любого целого числа 4, и если обозначить через hg дей- 


ствие, соответствующее элементу AEH, mo ен 
место формула 


в (Ed =h (8) h, (0), ZEG, EH (D. 


Другими словами, группа H действует на G-moðyne 


H" (I) согласованно с автоморфизмами H на G. 
В частности, если H = С и С действует на себе вну- 
тренними автоморфизмами, то действие группы G на 


H~’ (Г) совпадает. с естественным действием В на Н (Г. 
Кроме того, аналогичный результат справедлив для 
комплексов [* u P. 


Действительно, согласно предложению kE 


Н (= lim Homz(H' (V, Z), Q/Z). 
"Y Сог ; 

Если подгруппа V инвариантна относительно Н и С, то 
действие H на Нот; (НУ (И, Z), 9/7) согласовано с дей- 
ствием С, получаемым из действия С на У внутренними 
автоморфизмами. Переходя к индуктивному пределу, при- 
ходим к нужному нам результату. Это же рассуждение 
применяется к комплексам 7* и P. 

3.8. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. /ЛГусть G — проконечная группа, 
а У —ее открытый нормальный делитель. 

1) У-модуль H’ (Г, канонически изоморфен У-мо- 
дулю, полученному из Ц-модуля НТ (Ig) операцией cy- 
жения скаляров. 

2) Наоборот, когда G действует на У внутренними 
автоморфизмами, выполняется условие предложения 3.7 


|3 Зак. 1202 
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и, следовательно, группа С действует на НО По- 
лучаемый таким об разом Ц-модуль канонически изомор- 
фен H (То). 

Аналогичный результат справедлив для комплек- 
сов и ГР. 

ДоказАТЕЛЬсСТВО. Первое утверждение, очевидно, следует 
из формул предложения 3.1. Второе немедленно получается 
из предложения 3.7. 

Эти два последних предложения позволяют определить 
дуализирующий комплекс группы С po дуализирующему 
комплексу подгруппы V. 


$ 4. ПРИЛОЖЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ДВОЙСТВЕННОСТИ 


4.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть G — проконечная группа и 
р — простое число. Группа G называется группой Коэна — 
Маколея в строгом смысле относительно р, если 

1) G — группа конечной когомологической p- размер- 
ности; 

2) комплекс ГР, имеет только один отличный от нуля 
объект когомологий; 


3) объекты когомологий комплекса 18 а инъективны как 
абелевы группы. 


4.2. Замечания. 1. Если G — группа Коэна — Ma- 
колея в строгом смысле относительно р и с4,(() = п, то 


ненулевой объект когомологий комплекса 76 есть H7 "(7 5) 
‘MH, следовательно, он совпадает с дуализирующим модулем 
группы @ (ср. гл. 1, 65 3, п. 0.2). 


2. По аналогии с теорией двойственности для локаль- 
ных колец!) мы называем С группой Коэна — Маколея 


1) Автор имеет в виду теорию. двойственности для локаль- 
ных когомологий. Основной результат этой теории состоит в сле- 
дующем: пусть А — полное локальное кольцо размерности: п, 
иг —его максимальный идеал. Для любого А-модуля конечного 


типа М положим HÌ {m} (M) = lim Ext’ (Али”, M). Тогда если 
5 


A— кольцо Коэна — Маколея (см. Серр [7*]), то имеет место 


$ 4. Приложение теоремы двойственности 195 


относительно р, если она обладает первыми двумя свой- 
ствами из определения 4.1. Пример группы Коэна -— Mako- 
лея, не являющейся группой Коэна — Маколея в строгом 
смысле, мне неизвестен. 

Пусть О — группа Коэна — Маколея относительно р. 
Обозначим через T” = H7” (T$) (п = са» (@)) дуализирую- 
щий модуль группы С. Теорему двойственности можно 
‚в этом случае записать в виде изоморфизма 


Ag Нот» (Н1 (G, X), 9/7) 25 Ext (X, 12), X € Ob (g2). 


Действительно, за дуализирующий комплеке можно взять 
комплекс, сводящийся к единственному объекту Pa раз- 
мерности — N и нулю в других размерностях. Изоморфизм 
двойственности определяется с помощью «-произведения 
и канонического гомоморфизма p: H” (G, 1Р) > 9/7. 

Положим НЧ (О) = НЧ (G, Z/pZ). 

4.3. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Пусть G — такая проконечная 
группа, что са,(@)==п. Следующие два условия экви- 
валентны: 

1) G является группой Коэна — Маколея в строгом 


смысле относительно р; 
2) Для всех q+n lim Нош2(НУ (V), 9/72) = {0}. 


ДоказаТЕЛЬСТВО. 1) 3 2). Полагая в формуле ABOÑ- 
ственности X =/рЁу, получаем изоморфизм 


Homz(H' (У), 9/72) Ех 1 (2/7, Г?). 


Переходя к индуктивному пределу по открытым под- 
группам, получаем искомый результат. (Надо использовать 
предложение 2.4.) 


невырожденное спаривание 

в} (M) X Ext" (М, 0) > I, 
где /— инъективная оболочка поля вычетов кольца А (cp. Га- 
бриэль [1] ), а Q = Нот ya ил (А), Г). В частности, если А — pe- | 


гулярное кольцо, то / = Ив) (A) и Q= А. Подробное изложе-_ 


ние этой теории (принадлежащей А. Гротендику) можно найти 
в лекциях Хартшорна [1*] или в семинаре Гротендика [5*]. — 
Прим. перев. 


13* 
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2) => 1). Функторы X — lim Нот»(НТ (V, X), 9/7) 
—> 
У, Сог 
образуют д-функтор. Поскольку С@-модуль Z/p”Z обладает 
композиционным рядом, факторы которого изоморфны 
Z|pZ, то для любого целого т 
lim Homz (H° (V, Z/p”Z), 9/7) = {0}, q+n, 
V, Cor - 
откуда, используя предложение 3.1 (5), получаем, что 
_ а — группа Коэна — Маколея. Остается показать, что дуа- 
лизирующий модуль Z? делим. Однако, применяя еще раз 
теорему двойственности и переходя к пределу по откры- 
тым подгруппам, получаем изоморфизм 


Ext} (Z/pZ, [?)-> lim Нош»(Н"-" (V), 9/2), 
aS 
'V, Cor 


откуда следует нужный результат (предполагается, что 
п > 0, случай п ==0 тривиален). | 
Пусть G — группа Коэна — Маколея строго относи- 
тельно р. Пусть X — конечный р-периодический С-модуль. 
Положим = 2 
X = Homz (X, Py. 


Тогда Х является дискретным р-периодическим С-мо- 
дулем. Функтор X —>X точен (модуль /Р делим). 


4.4. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. Изоморфизм двойственности опре- 
деляет изоморфизм д-функторов 


Homz (H(G, X),Q/Z) 3 Н" (G, №. 
Этот изоморфизм индуцирован ‹-произведением 
H (а, Хжн" (в, ХЗ Н"(@, 1") 
и каноническим гомоморфизмом 
р: H(G. 1Р)> 9/7. 


JLOKASATEJIbCTBO. Действительно, теорема двойствен- 
ности записывается в виде ` 


Homz (H' (G, X), 9/7) Ехо “(Х, Í”). 
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Но X — модуль конечного типа, а [P делим. Следствие 2.5 
дает в этом случае изоморфизм 


Ех 9 (Х, 17) Н" (6, Нота (Х, 1?) ) = Н"“ (в, W. 


откуда получаем искомый изоморфизм. Вторая часть пред- 
ложения вытекает из того, что изоморфизм двойственности 
индуцирован «>-произведением. 


4.5. ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Проконечная группа G называется 
группой Пуанкаре относительно р, если она является 
группой Коэна — Маколея в строгом смысле относительно р, 
а ее дуализирующий модуль изоморфен как абелева группа 


группе Q,/Zp 


_ 4.6. ПРЕдложеЕНИЕ. /Густь G — про-р-группа, для ко- 
торой cd;(Q) =n. Следующие свойства эквивалентны: 


„= 


1) @ — группа Пуанкаре относительно р; 
2) НЧ (G) являются конечномерными ‘векторными 
пространствами; H” (G) одномерно; «›-произведение 


H' (6) X H= (в) S H (0) 


определяет невырожденную билинейную форму. 
1) = 2) Заметим прежде всего, что Д-подмодуль MO- 


ayia IP, являющийся ядром умножения на р, изоморфен 


как абелева группа группе Z/pZ; группа С действует на нем 
тривиально (@ —про-р-группа). Изоморфизм двойствен- 


_ ности Homz (Н" (G), 9/2); Ношс (Z/pZ, 1°) Z/pZ noka- 
зывает, что H” (G) одномерно. Далее, поскольку С-мо- 
дуль 7|рЁ изоморфен С-модулю Z/pZ, предложе- 
ние 4.4 дает изоморфизм Homz (H° (G), Z/pZ)—> H"! (0), 
который показывает, что векторные пространства H’ (G) 
изоморфны своим бидвойственным пространствам, а сле- 
довательно, что они конечномерны. Кроме того, с помощью 
предложения 4.4 легко проверяется’ что предыдущий 
изоморфизм индуцирован «>-произведением 


H’ (G) X H™* (G) Y H” (G), 


откуда вытекает, YTO «>-произведение невырождено. 
2) => 1) Эта импликация уже была доказана (гл. I, 
$ 4, п. 9, доказательство предложения 30). 
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4.7. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. ГЛусть G — проконечная группа 
конечной когомологической р-размерности. Предположим, 
что существует открытая подгруппа У группы Ô, 
являющаяся группой Коэна — Маколея относительно р 
(соответственно группой Коэна — Маколея в строгом 
смысле относительно р или группой Пуанкаре относи- 
тельно р). Гогда группа G является. группой того же 
типа. Справедливо и обратное, т.е. если G — группа 
Коэна —- Маколея относительно р (соответственно 
группа Коэна — Маколея в строгом смысле относи- 
тельно р или группа Пуанкаре относительно p), то 
каждая открытая подгруппа У группы G является 
группой того же типа. 


Этот результат тривиально следует из определения и 
предложения 3.8. 

Лазар доказал, что если @—- аналитическая группа 
над Q, размерности и, то каждая ее достаточно малая OT- 
крытая подгруппа является группой Пуанкаре. 


4.8. Следствие. Густь G — аналитическая группа 
над полем Q, размерности п. Предположим, что она 
компактна и имеет конечную когомологическую р-раз- 
мерность. Гогда G — группа Пуанкаре относительно р. 


Упражнения. 1) С — проконечная группа, порядок 
которой делится на р”. Показать, что НЫ? (78) = {0}. 

2) Пусть а — группа Коэна — Маколея относительно р. 
ип ==с4, (4). Доказать эквивалентность следующих утвер- 
ждений. 


„@ — группа Коэна — Маколея в строгом смысле относи- 


тельно р“ < lim Homz H: Aey; Q/Z)= {0 
V, бо: 

3) Пусть р-размерность группы G равна 1. Показать, 
что G является группой Коэна — Маколея в строгом смысле 
относительно р. 

4) Пусть Р (У) — свободная р-группа, (oiez — ее 
образующие, (0;) — замкнутые подгруппы, порожденные 
образующими. Показать, что дуализирующий моль Е (Л) 


равен |] МСЭ (Q, H y- 
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